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Yo r ^w o r t. 

Das im Herbst 1884 von G. Peano herausgegebene Werk: 
Calcolo differenziale e principii di caloolo integrale bot nicht 
bloüs ein mustergültiges Beispiel präciser Darstellung und 
strenger SchluiSsweise dar^ dessen günstiger EinfluTs in fast 
allen seitdem erschienenen gröfseren Lehrbüchern der Diffe- 
rential- und Integralrechnung unverkennbar zu Tage tritt^ es 
gab namentlich auch durch die Hervorhebung alt eingewurzelter 
Irrtümer in den vorangestellten Noten der Wissenschaft; selbst 
den Anstofs zu neuer fruchtbarer Entwickelung. Allerdings 
waren, wie in der Besprechung des Werkes im Jahrbuch über 
die Fortschritte der Mathematik 1884, p. 223 auffällig stark 
betont wird, viele der gerügten Fehler auch damals schon nicht 
unbekannt, wie denn in Deutschland im besonderen bereits 
Harnack's Elemente der Differential- und Integralrechnung 
und die Einleitung in die Differential- und Integralrechnung 
von Pasch eine strengere Richtung eingeschlagen hatten. Wo 
aber die betreffenden Bemerkungen schon an anderen Orten 
gemacht waren, geben die Noten auch immer die Original- 
queUen gewissenhaft an, und man findet auch Anmerkungen 
ohne jeden solchen Litteratumachweis. Vor allen die Note zu 
den Nr. 133 — 136 brachte entschieden etwas vollständig Neues 
und dieser gewichtige Einwurf, den weder das Jahrbuch, noch 
auch das Referat im Bulletin des sciences mathematiques, 
1885, p. 170 erwähnt, den aber Harnack sofort in den Be- 
richtigungen zum ersten Bande seiner deutschen Bearbeitung 
von Serret's Cours de calcul differentiel et integral aufnahm, 
zeigte unwiderleglich, dafs die ganze frühere Theorie des ge- 
wöhnlichen Maximums und Minimums einer durchgreifenden 
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IV Vorwort. 

Umgestaltung bedurfte. Peano begnügte sich aber nicht 
damit^ an dem denkbar einfachsten Beispiele die Fehlerhaftig- 
keit der alten Theorie bloiszustellen^ sondern gab auch von 
dem, was von ihr noch richtig bleibt, in der Nr. 135 den 
ersten strengen Beweis. Wenn nun gleich Ludwig Scheeffer 
unabhängig von Peano seinerseits die Mängel dieser Theorie 
durchschaut hatte, so benutzt doch auch er (Mathematische 
Annalen XXXV, p. 545) das Peano 'sehe Beispiel, um an ihm 
die Fehlschlüsse einer der gebräuchlichsten früheren Begrün- 
dungsarten klar zu machen. Im Grunde gehen daher all die 
schönen und zum grofsen Teil fundamentalen Arbeiten von 
Scheeffer, Stolz und V. von Dantscher, die neue strenge 
Theorien des Maximums und Minimums der Funktionen zweier 
Yariabelen entwickeln und ihre Ausdehnung auf Funktionen 
von n Veränderlichen vorbereiten, schliefslich zunächst auf ddis 
Peano 'sehe Buch. 

Von einem Werke, das nicht nur von althergebrachten 
Fehlem und üngenauigkeiten sich zum ersten Male vollständig 
frei machte, sondern überdies auch so einschneidend in ein 
wichtiges und noch dazu vorher für ganz elementar gehaltenes 
Gebiet eingriflf, eine gute Übersetzung zu haben, war ein längst 
gefühltes Bedürfnis, und das Erscheinen einer autorisierten 
deutschen Ausgabe kann daher, auch ganz abgesehen von den 
wertvollen neuen Hinzufügungen des Verfassers, dem mathe- 
matischen Publikum nur hochwillkommen sein. Es ist ja 
nicht ein Lehrbuch im gewöhnlichen Sinne, da es so zu sagen 
nur auserlesene Kapitel aus dem grofsen Gebiete der Differen- 
tial- und Integralrechnung behandelt, vor allem kein Lehrbuch 
für den Anfänger, der für volle Strenge noch das richtige Ver- 
ständnis nicht haben kann. Aber bei der ausgezeichnet klaren 
Sprache des Buches wird jeder, der bereits mit den Elementen 
der Analysis vertraut ist, sich leicht in dasselbe hineinlesen 
und aus ihm nachhaltigen Nutzen und ungewöhnliche Be- 
friedigung gewinnen. 

Leipzig, Ende Januar 1899. 

A. Maycp. 



Yor^wort der Übersetzer. 



Von verschiedenen Seiten wurde der Wunsch nach einer 
deutschen Übersetzung des Genocchi-Peano ausgesprochen: so 
von Herrn A. Mayer in Leipzig und Herrn J. Knoblauch in 
Berlin. Einer Aufforderung des Verlegers folgend unterzog 
sich der Erst- Unterzeichnete dieser Aufgabe. Von diesem stammt 
auch die Übersetzung des Textes; die der Anmerkimgen und 
Anhänge übernahm der Zweit-Unterzeichnete. Von einer wesent- 
lichen Erweiterung der in den Anmerkungen gegebenen histo- 
rischen Notizen wurde Abstand genommen. Es sei in dieser 
Hinsicht auf die einschlägigen Abschnitte der von H. Burkhardt 
und F. Meyer herausgegebenen mathematischen Encyclopädie 
verwiesen. 

Die Herren G. Peano und A. Mayer haben die deutsche 
Ausgabe freundlichst unterstützt; Herr A. Mayer durch Hinzu- 
fügung des Vorwortes, Herr G. Peano durch Abfassung der 
fünf Anhänge und Teilnahme an den Korrekturen. 

Die Unterzeichneten sind nicht nur der Verlagsbuchhand- 
lung B. G. Teubner, sondern auch den Verlegern des italieni- 
schen Originales, den Herrn Fratelli Bocca, wegen ihres Ent- 
gegenkommens verpflichtet. 

Zum Schlufs sei den Herren Liebmann, Prigge und Müller 
für ihre Unterstützung bei den Korrekturen, Herrn Liebmann 
auüserdem noch für die Anfertigung des alphabetischen Sach- 
registers bestens gedankt. 

Göttingen und Wiesbaden, Ende Januar 1899. 

0. Bohlmann. A. Schepp. 
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Erstes Kapitel. 
Von den Fanktionen. 

§ 1. Zahlen und Grörsen. 

1. Die €fTÖfsen werden in der Analysis durch ZaUen ge- 
messen und dargestellt. Eine ganze Zahl entsteht durch Ver- 
einigung mehrerer Einheiten, ein Bruch durch Vereinigung 
von Einheiten und aliquoten Teilen von Einheiten. Die ganzen 

Zahlen und die Brüche hpifaftn 7.ns a .n i m ftTic r frnnnmn ftw Äi tki rnürMknlt t M 



Berichtigungen 

zu 

öenocchi:Peano, Differentialrechnung. 



Pag. 17 Zeile 1 v. o. nach „man gebe" fehlt: „dem ^." 
Pag. 138 Zeile 11 v. u., pag. 141 Zeile 8 v. u., pag. 148 

Zeile 1 V. o. streiche man die Worte: „und nur eine". 

Pag. 274 Zeile 9 und 14 v. u. lies „kongruent" statt 

„vergleichbar'^ 
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Erstes Kapitel. 
Von den Fanktloiieii. 

§ 1. Zahlen iind Gröfsen. 

1. Die ÖTÖfsen werden in der Analysis durch ZaUen ge- 
messen und dargestellt. Eine ganze Zahl entsteht durch Ver- 
einigung mehrerer Einheiten, ein Bruch durch Vereinigung 
von Einheiten und aliquoten Teilen von Einheiten. Die ganzen 
Zahlen und die Brüche heifsen zusammengenommen die roMonalen 
Zahlen. 

2. Eine rationale Zahl a teilt alle rationalen Zahlen in 
zwei Blassen: in solche, die kleiner sind als a und solche, die 
nicht kleiner sind als a (oder auch in soldbe, die nicht gröfser 
sind als a und die gröfser sind als a). Jede Zahl der ersten 
Klasse ist kleiner als jede Zahl der zweiten Klasse. Um- 
gekehrt, sind alle rationalen Zahlen in zwei Blassen geteilt, 
sodafs jede Zahl der ersten Blasse kleiner ist als jede der 
zweiten, so sagen wir, indem wir den Zahlbegriff erweitem, 
dafs es eine Zahl giebt, die weder kleiner ist als die Zahlen 
der ersten Klasse, noch gröfser als die der zweiten; giebt es 
keine rationale Zahl, die sich dieser Eigenschaft erfreut, so 
nennen wir die so definierte Zahl irrational. Sie wird gröfser 
sein als alle Zahlen der ersten Klasse und kleiner als alle der 
zweiten. Zwei irrationale Zahlen heifsen gleich, wenn sie mit 
Hülfe derselben Klasse definiert sind, oder wenn jede rationale 
Zahl, die kleiner ist als die erste, auch kleiner ist als die 
zweite und umgekehrt; die irrationale Zahl a l^ifst kleiner 

Genocchi-Peano, Biff.- u. Integral-Beohnong. 1 



2 Erstes Kapitel. 

als b, wenn es rationale Zahlen giebt^ die gröfser sind als a 
und kleiner als b, 

3. Bis jetzt betrachteten wir die Zahlen nur ihrem abso- 
luten Werte nach; nehmen wir noch den Begriff des Vorzeichens 
hinzu, so erhalten wir die positiven und negoMvm Zahlen. Der 
Leser muTs bereits die Art kennen, in der man auf sie die 
algebraischen Operationen anwendet, und die Gesetze, denen 
sie gehorchen. Das Vorhergehende hat lediglich den Zweck, 
den Begriff der irrationalen Zahl festzustellen, der für unsere 
Untersuchungen fundamental ist. Erst später werden wir die 
imaginären Zahlen hinzuziehen. 

4 Damit die Gröfsen irgend eines Systems (durch positive 
Zahlen) gemessen werden können, sind folgende fünf Bedingungen 
erforderlich: 

1) In dem System ist Gleichheit und Ungleichheit definiert, 

2) bei zwei ungleichen Gröfsen kann man immer die gröf sere 
von der kleineren unterscheiden, 

3) man kann addieren und die kleinere Gröfse von der 
grofseren subtrahieren, 

4) jede Gröfse kann man in gleiche Teile teilen, 

5) jede Gröfse Ä übersteigt jede andere Gröfse B, wenn 
sie eine hinreichende Anzahl von Malen zu sich selbst addiert 
wird; daraus folgt dann, dafs ein Bruchteil von B kleiner ge- 
macht werden kann, als jede andere Gröfse Ä. 

Man pflegt eine Messung in der Weise auszufuhren, dafs 
man aus dem gegebenen System nach Willkür irgend eine Gröfse 
U herausnimmt und sie die Maßeinheit nennt. Kann man die 
Gröfsen addieren und durch ganze Zahlen dividieren, so kann 
man alle Gröfsen t» [7 bilden, wo n eine rationale Zahl bedeutet. 
Es sei nun Ä irgend eine Gröfse des Systems. Entweder giebt 
es dann einen Wert von n '=^ a^ sodafs J. = aZ7, in diesem 
FaUe ist a die Zahl^ welche Ä mifst. 

Giebt es keinen solchen Wert von w, so giebt es gemäfs 
unserer 5*®^ Voraussetzung in dem Systeme doch solche Werte 
von w, für welche nU<Ä, und andere, för welche wü'> -4 
ist; die (irrationale) Zahl, welche gröfser ist als die Werte n 
der ersten und kleiner als die Werte n der zweiten Elasse, 
ist dann diejenige Zahl, welche Ä mifst. Zwei ungleiche 
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Grofsen Ä und B werden auch durch zwei ungleiche Zahlen 
a und b gemessen. In der That, ist J. < B, so wird die 
Differenz B — Ä durch eine positive (von null verschiedene) 
Zahl gemessen; aber diese Zahl hat den Wert b — a, also ist 
b — a positiv, und a und b sind ungleich. 

5. Unter den Grofsen, welche in den verschiedenen Wissen- 
Schäften vorkommen, genügen einige offenbar den vorstehenden 
Bedingungen, und sind mefsbar; so z. B. die Längen von 
geradlinigen Strecken, die ZeitintervaUe u. s. w. Andere wie 
Flächeninhalt, Länge eines Kurvenbogens u. s. w. erfordern, 
um gemessen werden zu können, die Aufstellung geeigneter 
Definitionen und Beweise. 

§ 2. Funktionen und Grenawerte. 

6. Li den Fragen, die wir behandeln werden, finden wir 
Zahlen, denen bestimmte feste Werte zuzuerteilen sind und die 
Konstante heifsen, wir finden andere, die verschiedene Werte 
annehmen können, sie heifsen Veränderliche. Unter den Ver- 
änderlichen giebt es solche, denen wir willkürlich der Reihe 
nach verschiedene Werte zuerteilen können, sie heifsen tmal)- 
hängige Veränderliche] die Werte von anderen hinwiederum sind 
durch die Werte bestimmt, die den ersteren Veränderlichen 
gegeben sind, sie heifsen abhängige Veränderliche oder Funk- 
tionen der unabhängigen Veränderlichen. 

Wir werden zuerst die Funktionen von einer einzigen 
unabhängigen Veränderlichen behandeln; wir werden sagen: 

Eine Fu/nktion y von x ist in einem Intervalle (a, b) ge- 
geben, wenn jedem Werte von x zwischen a tmd b ein einziger 
bestimmter Wert von y entspricht. 

Dabei wollen wir übereinkommen, dafs wir unter dem 
Litervall (a, b) die Gesamtheit aller Zahlen zwischen a und b 
einsddiefslidh der Grenzen a und b verstehen wollen, solange 
nicht ausdrücklich etwas anderes bemerkt ist. 

Gleichgültig ist hierbei das Mittel, welches die Zuordnung 
bestimmt. 

Beispielsweise ist x^ eine Funktion von a?, die far jeden 
Wert von x definiert und daher in jedem Intervalle ge- 
geben ist; Yx ist für alle positiven Werte von x gegeben, wenn 
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man der Wurzel das positive Zeichen giebt. Hingegen ist 

-7- + ir + -?-H 1 öiiie Funktion von rc, die nur für 

ganze positive Werte der Veränderlichen definiert ist, u. s. w. 

Man bezeichnet, dafs y eine Funktion von x ist, indem 
man schreibt y^^f{iio)^.. Dabei bedeutet /"(a) den Wert der 
Funktion, welcher dem Werte a der Veränderlichen entspricht. 
Andere Funktionen vornan? stellt man durch q>ix)y f(x)y • • • dar. 
Eine ähnliche Bezeichnungsweise dient dazu, die Funktionen von 
mehreren Veränderlichen zu bezeichnen; so bedeutet jP(a?, y, z) 
eine Funktion der drei Veränderlichen Xy y, u. s. w. 

7. Man sagt y=f(x) erhält den Grenzwert Ä, wenn x nach a 
hmvergiert, sobald ma/n zu einer "beliebig Mein gegebenen positiven 
Zahl s eine positive Zahl h bestimmen Jcann^ sodafs \f(x) — A \ 
Meiner ist oHs s fiH/r jedes x — a, das absolut Meiner ist als h, 

Gleichbedeutend hiermit ist die Ausdrucksweise: y hM 
an der Stelle ic = a den Grenzwert A, oder, wenn die Stelle 
selbstverständlich ist: y hmvergiert nach A. 

Die beiden Striche 1 1 bedeuten dabei hier und in der Folge, 
dafs die von den Strichen eingeschlossene Gröfse ihrem abso- 
lutem Werte nach, d. h. mit positivem Zeichen zu nehmen ist. 

Man sagt, dafs y = f{x) den Grenzwert A erhält, wenn x 
unbegrenzt wächst, sobald ma/n zu einer beliebig Meinen positiven 
Zahl 6 eine positive Zahl N bestimmen Jcann, so dafs für jedes 
x> N der Ausdruclc \ f(x) — A\<e wird, 

Dafs f{x) den Grenzwert A erhält, wenn x nach a kon- 
vergiert oder wenn x unbegrenzt wächst, pflegt man dadurch 
zu bezeichnen, dafs man schreibt lim f{x) = A, beziehungs- 

weise lim f(x) = -ä, oder noch einfacher lim f(x) = Ay wenn 

die Art, wie x variirt, selbstverständlich ist. 

Wenn keine Zahl A vorhanden ist, welche sich der ge- 
nannten Eigenschaft erfreut, so sagt man, dafs f(x) überhaupt 
keinen Grenzwert erhält, wenn x nach a konvergiert, be- 
ziehungsweise, wenn x unbegrenzt wächst. 

Beispielsweise erhält a^ den Grenzwert 0, wenn x gegen 
null konvergiert, denn för jedes positive € wird \x^ — 1 = a?^< £, 
sobald ä; < I y« I ist. Yx erhalt ebenfalls den Grenzwert 0, 
wenn x gegen null konvergiert, weil für jeden Wert von 
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x<a^ der Ausdruck | j/^ — | < « wird. 1 -| erhalt den 

Grenzwert 1^ wenn x unbegrenzt wächst; denn die Differenz 
zwischen dem Funktionswert und 1, d. h. — , wird kleiner als « 

för jeden Wert von o? > — • Hat f{po) einen konstanten Wert l 

für alle Zahlen x, die hinreichend nahe an a liegen, oder hin- 
reichend grofs sind, so ist der Grenzwerth von f(x) der kon- 
stante Wert Z, denn die Differenz | f(x) — 1\ ist für diese 
Werte von x null und daher kleiner als jede positive Zahl e. 
Dies drückt man aus, indem man sagt, dafs eine Konstante 
ihren eigenen Wert zum Grenzwert hat, u. s. w. 

Damit man von einem Grenzwert von y für a; = a oder 
für unbegrenzt wachsendes x sprechen kann, mufs die Funk- 
tion gegeben sein für ein System von Werten Xy die beliebig 
nahe an a liegen, oder für beliebig grofse x. Trotzdem braucht 
die Funktion nicht für a; == a gegeben zu sein. Ist f(a) ge- 
geben und sprechen wir vom Grenzwert an der Stelle a, so 
schliefsen wir den Wert a von denen aus, welche x annehmen 
kann. Hieraus folgt, dafs ]imf(x) von f(a) verschieden sein 

kann, weil f(a) nicht von den Werten abhangt, welche f(x) 
in beliebiger Nähe von a annimmt; von ihnen allein aber 
hängt der Grenzwert von f{x) ab. 

8. Man sagt, dafs die Funktion f{x) stetig ist an der Stelle 
X = Xq, wenn lim f(x) «= f(x^ ist. 

Erinnern wir uns der Definition d^s Grenzwertes, so be- 
sagt die eben aufgestellte Definition: „Man sagt, f(x) ist stetig 
an der Stelle x = x^^ wenn man zu einer beliebig klein ge- 
gebenen positiven Zahl € ein Intervall (x^ — ä, x^-^h) be- 
stimmen kann, sodafs für jeden Wert von x in ihm 

i/"(«)-/"Wi<« 

wird." 

Eine Ikmktion heifst stetig in einem Intervalle (a, 6), wenn 
sie für aile Werte von x in diesem IntervaUe stetig ist. 

Eine Funktion, die nicht stetig ist, heifst ufistetig] daher 
ist f(x) unstetig für a? = a?^, wenn f(x) an der Stelle x = x^ 
entweder überhaupt keinen Grenzwert, oder doch einen von 
f(x^ verschiedenen Grenzwert hat. 
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§ 3. Sätze über Grenzwerte. 

9. Satz L Eine Itmktion Jcann nickt gleichmtig sswei 
verschiedene Grenzwerte erhalten. 

Nehmen wir in der That das Gegenteil an und setzen 
voraus, dafs eine Zahl P, die eine Funktion von x ist, gleich- 
zeitig zwei verschiedene Grenzwerte erhält. Setzt man P=-ä + a, 
P=s5-|-/5, so sind a und ß die Differenzen zwischen P und 
seinen Grenzwerten Ä und B und können daher beliebig klein 
gemacht werden. Aus der Gleichung J. + « = -B + /S folgt 
aber Ä — B =^ ß — cc] diese Gleichung ist aber unmöglich, 
wenn Ä und B verschieden sind; denn das Glied linker Hand 
ist konstant und nicht null, das Glied rechter Hand hingegen 
kann beliebig klein gemacht werden. Dabei mag hier ein für 
allemal bemerkt werden, dafs wir sagen, eine Zahl kann be- 
liebig klein gemacht werden, wenn man ihren absoluten Wert 
beliebig klein machen kann. 

10. Satz IL Haben mehrere Funktionen dnen bestimmten 
Grenzwert, so hat auch ihre Summe einen bestimmten Grenz- 
wert, der gleich der Summe der Grenzwerte der einzelnen Sum- 
manden ist. 

In der That, es sei y «= ^j + y, H \- y«; y^, yj, • • • y» 

seien Funktionen einer Veränderlichen x, welche für a? = a 
die Grenzwerte ^i; ^; • * * an haben mögen. Setzt man: 

yi = «1 + «i; y^ = a, + «2, • . . y« — a« + a«, 

so sind 0^, • • • an Zahlen, die beliebig klein gemacht werden 
können. Durch Addition erhält man: 

y = (ö^i + «a H f- «») + («1 + «2 + • • • + ««) 

oder 

y — (»1 H f- ö«) = «1 H f- «»• 

Fixieren wir eine beliebig kleine Zahl € und wählen x so, 

dafs jedes cc absolut kleiner wird als — , so wird, da der 

absolute Betrag einer Summe bekanntlich nie gröfser ist als 
die Summe der absoluten Betrage ihrer Summanden, 

I «1 H f- «» I < «, I y — (»1 H f- »I.) I < «, 

oder 

lim y = ötj + ^2 4" h ^n. 
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11. Satz HL Haben mehrere FufikUonen einen besHmmten 
Gremwert, so hat auch ihr Produkt einen besHmmten Grenzwert 
tmd dieser ist gleich dem Produkte der Grenzwerte der einzelnen 
Faktoren, 

Es sei y «« P^; P und Q seien Punktionen von Xy welche 
bestinunjte Grenzwerte Ä und B haben; dann ist P — -4 -|- a, 
Q sa JS -{- j3^ wo « und ß beliebig klein gewählt werden 
können. Durch Substitution ergiebt sich: 

y=^(Ä + a){B + ß)~ÄB + Äß + Bu + aß 

und also 

y—ÄB^Äß + Ba + aß. 

Fixieren wir eine positive Zahl e und geben x einen Wert, 
für welchen I ^/5 |< i (d. h. \ß\<^^^ I-B«|<i (*• ^• 

^\<S^)^i^<^^^(^^dL\aß\<-l(^^^ 

wird, so ist klar, dafs a und ß allen diesen Bedingungen ge- 
nügen können und dafs \y — ÄB\ < s wird oder limy «= AB. 
Ist y «=s PQRS • • •, so wird lim y = lim P lim QB8 • • • = 
lim P lim Q lim BS .. .=«... = lim P lim Q lim B • • •. Also 
ist der Satz für beliebig viele Faktoren erwiesen. 

12. Satz IV. Haben zwei Funktionen einen bestimmten 
Grenzwert, so hat auch ihr Quotient einen bestimmten Grenzwert, 
sobald der Grenzwert des Divisors nicht null ist. Der Grenzwert 
des Quotienten ist gleich dem Quotienten der Grenzwerte. 

In der That, es sei y ^^^-q, lim P «= J. und lim Q^=^By 
wo ^4=0. Setzt man P^A + a, Q^B'\'ß, so wird 

:^ = pfj", / • Wir können ß absolut kleiner als eine 

positiveZahlÄ<| JB| voraussetzen; dann wird |JB+/J|>|5|— A 

und der absolute Wert des Bruches < ii !i p ' J\ — " 

\B\ {\B\--h) 

Diesen Ausdruck kann man aber immer kleiner als eine be- 



U\\JS\ ^ B 



liebig kleine positive Zahl e wählen, wenn man i p (IbI-^K) "^ 's 



I«I< "^2iI|'"'^ '|/^I<t|x|(1^I-^) 

nimmt. Daher wird lim ^ «= ^- = ^Tq ' 
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13. Satjs F. Ist eine Fmiktion immer zwischen zwei anderen 
enthalten, die nach demselben Grenzwerte konvergieren, so Jcon- 
vergiert a/udi jene Funktion nach demselben Grenzwerte. 

In der That, sind P und Q zwei Veränderliche mit dem 

Grenzwerte Ä, und ist 22 zwischen P und Q enthalten, so ist 

auch R — Ä zwischen P — Ä und Q — Ä enthalten. Macht 

man P — Ä und Q — A absolut kleiner als b, so wird auch 

\B — Ä\<Cs oder JB hat den Grenzwert Ä. 

14. Satz VI. Wenn mit beständig wachsendem x (mch y 
beständig wächst, dber immer Meiner als eine Zahl A bleibt, so 
erhalt y einen Grenzwert, der entweder A selbst ist oder eine 
Zahl, die kleiner ist als A. 

In der That, alle Zahlen kann man in zwei Klassen 
teilen: Zahlen, die von Werten y übertroffen werden können 
und Zahlen, welche von ihnen nicht übertroffen werden können. 
Zur ersteren gehören die Zahlen, welche kleiner sind als Werte 
von y, zur zweiten die Zahl A. Jede Zahl der ersten Klasse 
ist kleiner als jede Zahl der zweiten. Daher bestinunen diese 
beiden Klassen eine Zahl L, welche von Werten y nie über- 
troffen wird, der Gestalt, dafs jede Zahl, die kleiner ist als i, 
von Werten y übertroffen wird. Ich behaupte, dafs L der 
Grenzwert ist, welchen y mit wachsendem x erreicht. In der 
That, fixiere ich irgend eine positive Zahl a, und sage ich, die 
Zahl L — e wird von irgend einem Werte y und daher auch 
von den folgenden Werten y übertroffen, so heifst dies das- 
selbe, als wenn ich sage, dafs die Differenz L — y beständig 
kleiner als s bleibt von einem bestimmten Werte von x an, 
für den L — € <^y <^L ist; wie zu beweisen war. 

15. Satz VII. Wenn y = f(x) mit unbegrenzt wagen- 
dem X einen bestimmten Grenzwert erhält, so kamt man zu einer 
beliebig Meinen positiven Zahl s eine positive Zahl N bestimmen, 
sodafs die Differenz \ fix) — f{x') \ < s wird für alle Werte- 
polare X, x\ die N übersteigen. 

In der That, es sei A der Grenzwert von y. Man be- 
stimme N so, dafs für jeden Wert von x.^N der Ausdruck 

I f{x) — -4 I < -r- wird und es sei x ein anderer Wert ^ J^T; 
dann ist auch | f{x') — A \ < y und | f(x) — f{x') | < «, w. z. bw. w. 



Von den Funktionen. 9 

Satz VIIL Wenn man zu einer beliebig Meinen positiven 
Zahl 6 eine positive ZaJd N bestimmen Jcann, so dafs die Differenz 

\f{^) — fi^'yi'^^ ^^^ ß'^ ^^ Weriepaa/re (x, x'), die N 
übersteigen y so erhalt f(x) einen bestimmten Grenzwert, wenn x 
unbegrenzt wächst. 

In der That, erteilen wir a die Reihe von unbegrenzt ab- 
nehmenden Werten: ^i > &j > «3 > • • • und es seien N^N^N^--* 
die entsprechenden Werte von N. Geben wir x einen Wert 
> 2^1, so wird | f(x) — f(Ni) \ < s^ und f(x) ist zwischen 
«1 = f(Nj) + ^1 ^nd b^ =* f{Nj) — f 1 enthalten. Geben wir 
X einen Wert > N^^ so ist f(x) zwischen fiN^) "1" ^2 ^^^ 
/'(JVg) — «2 enthalten. Geben wir daher x Werte, die gröfser 
sind als N^ und N^, so wird f(x) kleiner als die kleinere der 
beiden Zahlen a^ und f(N^) 4~ ^29 diese möge o^ heifsen. Es 
wird gröfser als die gröfsere der beiden Zahlen b^ und 
f(N^) — B^f diese möge b^ heifsen. Für diese Werte von x 

wird also Og > fi^) > ^2 ^^^ ^^^9 ^1 ^ ^2> ^ — ^2 ^ ^h- 
In ähnlicher Weise wird für alle Werte von x> N-^j JTg, N^ 

f(x) zwischen der kleineren der beiden Zahlen a^ und f^N^) + s^ 

enthalten sein, die Og heifsen möge, und zwischen der gröfseren 

der beiden b^ und f(N^) — «3, die 63 heifsen möge. Fährt man 

so fort, so erhält man eine Reihe von Zahlen o^, Og, a^, - • *, 

welche bestandig abnehmen und eine andere Reihe von Zahlen 

6j, &2, 63, • • •, welche beständig zunehmen. Dabei sind die 

ersteren beständig gröfser als die letzteren und daher erhalten 

a und b bestimmte Grenzwerte; diese sind aber gleich, weil 

wegen a« — 6» ^ 2«» auch lim a« = lim 6„ wird. Also erhält 

auch f(x)^ das immer zwischen den a und b enthalten ist, 

denselben Grenzwert, w. z. bew. w. 

16. Eine Veränderliche heifst unendlich klein, wenn sie 
zur Grenze die Null hat. In einer und derselben Frage können 
verschiedene unendlich kleine Zahlen auftreten, und man pflegt 
sie unter einander zu vergleichen. Man nennt zwei Zahlen a und ß 
unendlich klein von derselben Ordnung, wenn ihr Verhältnis 
einen bestimmten Grenzwert hat, der von null verschieden ist. 
Man sagt a ist von geringerer Ordnung unendlich klein als ß, 

wenn — zum Grenzwert null hat; daher sagt man, dafs a von 
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höherer Ordnung unendlich klein wird, wenn ~ unbegrenzt 
wächst. 

Unter den verschiedenen unendlich kleinen Zahlen, welche 
in einer bestinunten Aufgabe auftreten, pflegt man eine will- 
kürlich auszuwählen, die man unendlich kleine Zahl 1*®' Ord- 
nung nennt, diese sei h. Man sagt nun, dafs eine andere 
unendlich kleine Zahl a unendlich klein von der w*®" Ordnung 

wird, wenn das Verhältnis — an der Stelle ä.?=0 einen be- 

stimmten endlichen Grenzwert hat, der von null verschieden 
isi So wird beispielsweise sin x unendlich klein von der 
1*®° Ordnung, wenn man x zur unendlich kleinen Zahl 1*®' Ord- 

nung nimmt; denn hat für o? = 0, wie wir sehen werden, 

den Grenzwert 1. Hingegen wird 1 — cos x unendlich klein 
von 2***' Ordnung; denn 

2 sin' — X I sin — x 

1 — cos a; 2 _ Jl_ j 2 

x^ ~ x^ .~ 2 \ 1 

hat den Grenzwert y 

Man sagt, dafs y = f(x) für a; == a unendlich grofs wird, 
wenn die absoluten Werte von y unbegrenzt wachsen, sobald 

X nach a konvergiert; in diesem FaUe wird also -^ unendHch 

klein. Auch bei den unendlich grofsen Werten pflegt man 
von Ordnungen zu sprechen, und man sagt, dafs a unendlich 
grofs von der Ordnung n wird, wenn h von der ersten Ord- 
nung unendlich grofs wird, falls — einen bestimmten endlichen 

Grenzwert erhält, der von null verschieden ist. 

Eine Veränderliche, welche einen endlichen Grenzwert 
erhält, konnte man daher als unendlich klein von der Ord- 
nung null ansehen, und eine unendlich grofs werdende Ver- 
änderliche als unendlich klein von negativer Ordnung. 

Dagegen ist es nicht richtig, dafs man willkürlich eine 
unendlich kleine Zahl erster Ordnung wählen und dann jeder 
anderen unendlich kleinen Zahl eine bestimmte Ordnungszahl 
beilegen kann; es ist also nicht richtig, dafs man zu zwei 
unendlich kleinen Zahlen cc und h immer eine Zahl n bestinmien 
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kann, sodaXs — einen bestimmten endlichen Grenzwert erhält, 

der von null verschieden ist. Einmal kann es nämlich ein- 
treten, dafs das YertuU-tnis — für bestimmte Werte von n 

Überhaupt keinen bestimmten Grenzwert besitzt und dann 
können wir nicht entscheiden, ob die Ordnung von a gröfser, 
gleich, oder kleiner als n ist. Sodann, selbst wenn dieses 

nicht eintritt, kann es doch vorkommen, dafs — , welches 

auch der Wert von n sein mag, immer null oder immer un- 
endHch wird; es kann auch eine Zahl m geben, sodaTs fQr 
n < m dieses Verhältnis null und für w > m unendlich wird, 
ohne dafs es für n »» m einen bestimmten endlichen Grenz- 
wert erhält. 

§ 4. Sätze über stetige Funktion«n. 

17. Wir werden uns im Folgenden häufig der Redeweise 
bedienen: 

Wir sagen, die Funktion f{x) hat in der Umgang der 
Stelle a? = a?o eine bestimmte Eigenschaft, wenn man ein Xq einr 
schliefsendes IntervaU {Xq — h, Xq-}- h) abgrenzen kann, so dafs 
f{x) jene Eigenschaft an jeder Stelle x dieses Intervalls besitz. 

Dieses vorausgeschickt, gilt der: 

Satz L Wenn eine Funktion stetig ist für x = x^, und 
wenn f(x) von null verschieden ist, so hehalt sie in der Um- 
gehung von Xq ein hmstantes Vorzeichen* 

In der That, setzen wir f{x) = f(x^ + a, so können wir, 
wenn f(x^ von null verschieden ist, um Xq ein Intervall ab- 
grenzen, sodafs für jeden Wert von ^ in ihm | « |< | f(Xo) \ 
wird. Ist diese Bedingung erfüllt, so behält auch fix^) + ^ 
oder f{x) beständig das Zeichen von f(x^. 

18. Satz IL Wenn eine Funktion in einem bestimmten 
Intervalle (a, b) stetig ist, und wenn sie für a; = a und für 
x^^b Werte mit verschiedenen Vorzeichen annimmt, so wird 
die Funktion f{x) nuU für einen Wert von x zunschen a und b. 

In der That, man betrachte den Mittelwert von a und 6. 
Wenn für ihn f{x) nicht null wird, — ein Fall, in welchem 
unser Satz schon bewiesen wäre — so hat f{pc) dort ein 
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bestimmtes Zeichen, welches entweder das van f{a) oder das von 
/*(6) ist. Betrachtet man von den zwei Intervallen, in die 
(a, 6) geteilt ist, jetzt dasjenige, an dessen Enden f{x) ent- 
gegengesetzte Zeichen hat, und nennt man a^ und \ die 
Grenzen dieses Intervalles, so ist 

«1 ^ a, &! ^ fe 

und das neue Intervall ist halb so grofs als das erste. Wendet 
man auf das Intervall a^\ dieselben Überlegungen an, wie vorher 
auf das Intervall aby so findet man ein Intervall a^\y an 
dessen Enden f{x) Werte mit verschiedenen Vorzeichen annimmt. 
Fährt man so fort, so findet man eine Keihe von Intervallen 
a 6, «1 \y Og ftg, • • • anbny • • •, deren Anzahl man beliebig grofs 
machen kann. Findet sich unter den Zahlen ab kein Wert, 
für den f{x) verschwindet, sodafs unser Satz bereits erwiesen 
wäre, so genügen jene den Bedingungen: 

a ^ % ^ Og • • • ^ a» ^ • • •, 6 ^ &i ^ ^2 ^ ' ' • ^w ^ • ' * ? 
und 

und allgemein: 

Oft — a« = — — - • 



Die Reihe der wachsenden Zahlen «, «i, «g, • • •, die 
sämtlich kleiner als h bleiben, strebt gegen einen Grenzwert; 
ebenso strebt die Reihe der abnehmenden Zahlen 6, 6^, feg, • • •, 
die jedoch immer gröfser als a bleiben, mit wachsenden n 
gegen einen Grenzwert, und die letzte Formel besagt, dafs 
lima« = lim6„. 

Nennt man x^ den gemeinsamen Grenzwert der Zahlen a 
und der Zahlen 6, so kann man n so grofs wählen, dafs 
an sich von x-^ um eine beliebig kleine Zahl a unterscheidet 
und dafs auch hn sich von x-^ xnn weniger als 8 unterscheidet. 
Also giebt es in einem hinreichend kleinen, aber endlichen 
Intervall, das x^ enthält, sowohl Werte von a?, far die f{ic) 
positiv ist, als auch solche, für die f{x) negativ ist. Also 
mufs fipc^ = sein; denn wäre f{Xi) von verschieden, so 
würde die Funktion f(x) in einem hinreichend kleinen Inter- 
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yalle um x^ nicht Werte von yerschiedenen Vorzeichen an- 
nehmen. Also ist unser Satz erwiesen. 

19. Satz HL Es sei f{x) stetig in dem IntervaUe (a, 6), 
und femer sei f(a) = -4, f(h) = B. Läfst man mm x das 
IntervaU (a, h) durcKkmfen, so nimmt f{x) jeden Wert zwischen 
A imd B an. 

In der That, es sei K eine Zahl zwischen Ä und B 
und es sei, wie wir annehmen können, z. B.: 

Ä<K<B. 

Man setze F(x)=f(x) — K, dann ist F{d)'^A — K<0, 
undF(6)-B-2r>0. Da nun die stetige Punktion i^(a;) 
für o; B" a und für a; «« 6 Werte von entgegengetzten Vor- 
zeichen annimmt, so giebfe es einen Wert x^ von x zwischen 
a und by für welchen F(x^) = 0, oder f(xi) — iT«« 0, d. h. 
f(?h) '=*• ^ wird, wie behauptet wurde. 

20. Man nennt obere Grenze der Werte einer Veränder- 
lichen y eine Zahl Z, die nicht kleiner ist als irgend einer 
der Werte y, die aber so beschaffen ist, dafs jede Zahl, die 
kleiner als l ist, von einem Werte y überstiegen werden kann. 
Man nennt V die untere Grenze der Werte von y, wenn kein 
Wert von y kleiner ist als Z', und wenn es Werte von y 
giebt, die kleiner sind als jede Zahl, die V übersteigt. 

Satz IV. Wenn eine Verändernde y nur Werte kleiner 
als eine feste Zahl A anmmmty so existiert eine obere Grenze 
für die Werte von y (die gleich oder Meiner als A ist). 

In der That, alle Zahlen lassen sich in zwei Klassen 
teilen: solche, die von irgend welchen Werten y überstiegen 
werden können, und solche, welche von ihnen nicht über- 
stiegen werden können. Jede Zahl der ersten Klasse ist 
kleiner, als jede Zahl der zweiten. Daher bestimmen diese 
zwei Klassen eine Zahl Z, die nicht kleiner ist als irgend eine 
Zahl der ersten Klasse, und nicht gröfser als irgend eine der 
zweiten. Diese Zahl l ist die obere Grenze der Werte von y. 
In der That, l kann von keinem Werte y überstiegen werden; 
denn wäre a ein Wert von y und a > Z, so würde jede Zahl 
zwischen a und l zur ersten Klasse gehören. Daher kann l 
nicht kleiner als irgend eine Zahl der ersten Klasse sein. 
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Jede Zahl aber, die kleiner ist als l, gehört mithin znr ersten 
Klasse und kann daher von Werten y überstiegen werden. 

In ähnlicher Weise beweist man: 

Wenn eine Veränderliche y nur Werte annimmt, die gröfser 
sind als eine Zahl B, so existiert eine, untere Grenze für die 
Werte von y. 

Satz V. Ist l die obere (untere) Grenze der Werte, die 
f(x) annimmt, wenn x in einem endlichen Intervalle (a, 6) variirty 
so existiert ein Wert x^, sodafs innerhalb jedes hin/reichend 
Meinen IntervaUes um x^ die obere (wutere) Grenze der Werte 
von fix) ebenfaMs l ist. 

In der That, man teile das Intervall (a, b) in ^ei gleiche 
Teile, dann giebt es in jedem der beiden Intervalle eine obere 
Grenze für die Werte von f{po)\ diese ist nicht gröfser als l 
und in einem der Intervalle gleich l. Man teile nun das 
Intervall a^b^y in dem der obere Grenzwert von f{po) ebenfalls 
l ist, wieder in zwei gleiche Teile und fahre so fort. 

Man erhält so eine Keihe von immer wachsenden Zahlen 
a, Ol, Oj, • • • und eine zweite Keihe von Zahlen 6, b^y 6^, • • •, 
die abnehmen; diese Reihen haben dieselben Eigenschaften 
wie die in Nr. 18 und streben daher nach demselben Grenz- 
werte x^. 

Nimmt man jetzt ein Intervall {x^ — *? ^i + *'); innerhalb 
dessen sich x^ befindet, so giebt es einen Wert von w, für 
welchen a?! — « < a« < a?i < 6« < ^i + «' wird. Da nun die 
obere Grenze der Werte von f{x) in dem Intervalle (a«, 6«) 
gleich l ist, so ist auch die obere Grenze der Werte von f{x) 
innerhalb jedes IntervaUes {pc^ — «, x^-\' f'), das x^ enthält, 
ebenfalls Z; w. z. bew. w. 

In derselben Weise würde man zeigen: 

Wenn die Werte van f(x) keine obere Grenze besitzen, 
wenn x in dem Intervalle (a, b) va/riiert, so giebt es in diesem 
Intervalle einen Wert x^, sodafs in seiner Umgebung die Werte 
von f(x) ebenfalls Iceine obere Grenze besitzen. 

21. Man sagt, dafs eine Punktion f{x) in einem Inter- 
valle (a, b) ein Maaimum wird für a? = x^^ wenn /*(a?o) iii<^lit 
kleiner ist als irgend ein Wert von f{x) in demselben Inter- 
valle. Man sagt, dafs f(x) in einem Intervalle (a, 6) ein 
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Minimum wird für a; »» Xq, wenn f(x^ nicht grofser ist als 
irgend ein anderer Wert von f(x) in demselben IntervaUe. 

Satz IV. Ist fix) stetig in dem Intervalle (a, &), so he- 
sitzen in ihm die Werte von f{x) eine obere und eine untere 
Grenze, welche auch das Maximum und das Minimum in ihm sind. 

In der That^ leugnet man die Existenz einer oberen Grenze 
für die Werte von f(x)f so giebt es einen Wert x^ in dem 
Intervalle (a^ b), sodafs innerhalb jedes Intervalles um x^ die 
Werte von f(x) ebenfalls keinen Grenzwert besitzen. Da aber 
f(x) auch für a? = a?i stetig ist, so kann man zu einem will- 
kürlich gewählten positiven s ein Intervall (x^ — A, rr^ + Ä) 
bestimmen, sodafs für jedes x in ihm | f(x) — f{x^) \ < € 
wird und daher existiert eine obere Grenze für die Werte von 
fix) in der Umgebung von x^^ was der gemachten Annahme 
widerspricht. Mithin besitzen die Werte von fix) eine obere 
Grenze in dem Intervalle (a, b\ etwa l. Wir wollen beweisen, 
dafs fipc) den Wert l auch annimmt. Es sei x^ ein Wert 
von Xj sodafs in der Umgebung von x^ die obere Grenze eben- 
falls l ist. Dann kann man zu einer beliebig klein gewählten 
positiven Zahl * ein Intervall (x^ — ä, a;i + ä) bestimmen, sodafs 
für alle Werte von x in ihm ( fix) — fix^ \ < s ist. Da 
überdies l die obere Grenze der Werte von f{x) in diesem 
Intervalle ist, so giebt es in ihm Werte von a?, sodafs die zuge- 
hörigen Werte von fix) um weniger als s von l abweichen. 
Mithin ist | l — fix^ I < 2«; da aber s beliebig klein ist, so 
geht dies nicht anders, als dafs f{x^ = l ist, w. z. bew. w. 

In ähnlicher Weise würde man für die imtere Grenze 
und das Minimum schliefsen. 

SaliZ VII Ist fix) stetig in dem Intervalle (a, h), so kann 
m<m zu einer bdidng Meinen Zahl s eine andere Zahl h be- 
stimmen, sodafs I f(x) — fix') I < s wird für jedes Taa^r von 
Werten a;, x' des Intervalles, deren Differenz kleiner als h ist. 

Es sei a<ib. Man bestimme a^y> a so, dafs für jeden 
Wert von x zwischen a und a^ der Ausdruck [f{x) — f(a) \ < ^ 
wird; sodann nehme man eine Gröfse Og > a^? sodafs für jedes 
x zwischen a^ und a^ der Ausdruck | f(x) — fia^) \ < -^ wird. 
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So fahre man fort; dies ist möglich, da f{x) im Intervalle 
(a, h) stetig ist. Man erhält so eine Reihe von beständig 
wachsenden Zahlen aa^a^- •*. Ich behaupte nun, dafs die 
Anzahl der ao^Oi • • • endlich ist Man behaupte das Gegen- 
teil; dann haben die Gröijsen aa^a^ • • • eine Grenze, die 
kleiner oder gleich h ist; sie sei c. Man bestimme ein Inter- 

Tall (c — 6y c), sodafs | f{pS) — f{c) \ < y wird ftir jedes x 

in diesem Intervalle. Da die Zahlen aOiO^ • • • die obere 
Grenze c haben, so giebt es unter ihnen eine, etwa o^, die 
in jenem Intervalle enthalten und so beschaffen ist, dafs 

|/-(a.)-/'(c)l<-|- und daher |/-(a;)-/-(a.)|<y wird. Ich 

kann «r+i ** c setzen; das heiTst ,c kann mit einem der Werte 
u identifiziert werden, oder es kann thatsächlich das Intervall 
€tb in eine endliche Angsahl anderer Intervalle geteilt werden 

ua^a^ • • • a»-i6, sodafs | f(x) — /(a,) | < y wird, sobald x 

innerhalb (a«, as^i) liegt. Es sei nun h daa kleinste der 
Intervalle, dann behaupte ich, dafs | f{x) — fQiif) | < € wird, 
wenn. \x — x' \<.h ist. In der That, x und x' sind entweder 
in demselben Intervalle enthalten (a«, a^+i) und dann ist 

\f(x)-f(a.)\<^, \f(x')-f(a,)\<±. 



und 



\f(x)-f(x^\<^<e. i 

I 



Oder X und x' sind in zwei benachbarten Intervallen enthalten 
(a,— !, üs) und (a,, a,-|-i) und dann ist: 

\f(x)-f(a,.,)\<±, |/-(a._0 -/•(«.) .Kl, 
imd also: 

I A*) - ^(«') i< «, 

w. z. bew. w. 

22. Die Funktionen einer Veränderlichen pflegt man 
geometrisch durch Kurven darzustellen. Es sei y = f(x) eine 
JFunktion von x, die in einem Intervalle (a, b) gegeben ist. 
JSs seien zwei Gartesische Achsen gezeichnet OX und OT und 



I 
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Fig. 1. 




man gebe irgend einen Wert in dem Intervalle. Eb sei OM 
der Abscnnitt^ der durch die Zahl x gemessen wird; dann 
zeichne man die Strecke MT parallel zur j^-Achse, die durch 
die Zahl f(pc) gemessen wird. LäXst man nun x alle Werte 
im Intervalle (a, &) durchlaufen, 
so wird M zwischen den Punkten 
A und B' variieren, deren Ab- 
scissen a und i sind und der 
Punkt P wird unendlich viele Lagen 
annehmen, von denen wir sagen, 
dafs ihre Gesamtheit eine Linie ^JB 
bildet. Wenn die Funktion f{x) 
stetig ist, so ist auch die Linie 
stetig, d. h. zu einer beliebigen 
6rofse b kann man einen Bogen 
FP' der Kurve bestimmen, sodafs 

die Entfernungen seiner Punkte vom Punkte P kleiner als b 
sind. In der That, es ist FF'< PQ + QP\ und da man 
PQ beliebig klein wählen kann und QF^, welches den Zu- 
wachs der Funktion darstellt, auch beliebig klein machen kann^ 
da die Funktion stetig ist, so kann man auch PP' beliebig 
klein machen. 

Umgekehrt, wenn man eine stetige Kurve hat, die auf 
Cartesische Koordinaten bezogen ist, der Art, dafs jede Parallele 
zur 2^-Achse sie in einem einzigen Punkte trifiPt, so ergiebt 
diese Kurve eine stetige Funktion. In der That, erteilt man 
X irgend einen Wert, so erhält man einen entsprechenden 
Wert für y, und da, wenn die Achsen rechtwinklig sind, 
QP'< PP' ist, und PP' beliebig klein gemacht werden kann, 
so kann man auch QP' beliebig klein machen, welches den 
Zuwachs der Funktion darstellt. 

. Man bemerke, jedoch, dafs wir eine Linie das System der 
Punkte genannt haben, welches Werte einer Funktion dar- 
stellt, und dafs es nicht erlaubt ist, auf die so definierten 
Linien die Eigenschaften derjenigen Linien ohne Beweis zu 
übertragen, mit denen man gewöhnlich operiert; noch weniger 
ist es gestattet auf solche Eigenschaften zurückzugreifen, um 
Sätze über Funktionen zu beweisen. 
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§ 5. Beiflpiele von stetigen Funktionen. 

23. Die in den Nummem 10^ 11| 1^ bewiesenen Sätze 
sagen aus^ dafe die Summe und das Produkt yon stetigen 
Funktionen auch stetige Funktionen sind; und auch der Quo- 
tient zweier stetiger Funktionen ist eine stetige Funktion^ so- 
lange die Funktion im Divisor nicht null ist. Daher ist jede 
ganze rationale Funktion von Xy die man erhält, indem man 
mit X und den Konstanten Additionen und Multiplikationen 
vornimmt, eine stetige Funktion fftr aUe Werte von x. Die 
gebrochenen rationalen Funktionen, d. h. die Quotienten zweier 
ganzen Funktionen, sind stetig für alle Werte von x^ fftr 
welche der Nenner nicht verschwindet. 

24. Exponentialfanktion. Betrachten wir die Werte y — a"*, 
wo a irgend eine positive Zahl ist. Jedem ganzzahligen Werte 
von X entspricht ein bestinmiter Wert ftlr y. Erteilt man x 

einen gebrochenen Wert. -^, so hat a" , wie man ws der 

AJgebr» weifs, n Werte, Ton denen nur einer reeU und positiv 
ist. Dieser Wert ist es, den wir a* erteilen wollen. Giebt 
mqii X eiften iirationnlen Wert ö?q, so versteht man unter a^ 
den Grenzwert, welcheti a^ erhält, wenn man x eine Reihe 
rationaler Werte erteilt, die sich dem Werte x^^ unbegrenzt 
nätemt Unter diesen Beschränkungen ist die Funktion a*, 
welche die E^pomentialfanktiQn heifst, fftr jeden Wert von x 
gegeben. 

Sie ist stetig' Um dies zu beweisen, schicken wir voraus, 
dafs Uni a* *=^ 1 wird, wenn x den Wert erhält. 

In der Thftt nehmen wir zuerst a > 1 an und verstehen 
untar % eine b^ebig kleine positive Gröfae. ißs sei ferner n» 
eine gf^n^e positiye Zuhl, deren Festlegung wir uns vorbehalten. 

Alsdann wird die Ungleichung erftlllt sein a»" < 1 -{- ^, wenn 
man m so bestimmen kann, dafs (1 + if^ > a. Nun ist: 

und die Terme dieses Polynoms sind alle positiv. Es wird also 
(1 4" *)'"> 1 + ^«- Daher ist die vorige Ungleichheit er- 
fallt, wenn 1 + m^ ^ a oder m ^ ist. 
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Qiebt man jetzt x positiTe Werte^ die nicht gröAer sind 

1 B 

als — < 7 , so wird a* > 1 und a* < 1 + a. Daher kann 

man für positive hinreichend kleine Werte von x den Aus- 
druck a' — 1 kleiner machen als eine beliebig kleine Zahl «; 
d. h. es wird lim a* = 1 fftr unendlich kleines positives x. 
Ist x unendlieh klein, aber negativ und gleich — y, »o wird 

a«-^; wird nun x null, so wird .uch y nuü, «» wird 1 
und daher erhalt auch —r = ol' den Grenzwert 1. Dasselbe 

gilt fär a<l. In derThat^ setzt man —=«6, so wird &>1 

und a* = 6""*; wenn x null wird, so werden ft* und 6~* = 1, 
wie soeben bewiesen ist. 

Geben wir jetzt x den Zuwachs hy dann wird der Zu- 
wachs der Funktion a*+* — a' zzs: a* (a* — 1). Nun hat a* 
einen endlichen Wert und a* — 1 hat den Grenzwert 0; daher 
wird der Zuwachs der Funktion unendlich klein mit dem Zu- 
wachs der Yeränderlichen. a* ist also stetig. 

Die gefundene Ungleichung (1 + 0*" > »; welche för hin- 
reichend grofse Werte von m gilt, besagt, dafs eine Zahl 
1 -|- fi > 1 zu einer solchen Potenz erhoben werden kann, dafs 
sie eine beliebig grofse Zahl übersteigt Daher wächst die 
Funktion a% wenn a > 1, mit wachsendem x über jede Grenze. 
Dieselbe Grofse a' erhält den Grenzwert 0, wenn a? = — <x> 
wird, d. h. wenn x negative, aber absolut beliebig grofse Werte 

annimmt. Denn setzt man a? = — y, so wird a* = -- und 

wenn a? = — oo wird, so wird y = -|- aoy ^ wird oo und 

J- wird nun. Ist a < 1, so wird a« bei unbegrenzt wachsen- 

dem X null, und nimmt x bis — oo ab, so wird a*= + oo. 
Wir haben definiert, dafs wenn a;^ irrational ist, «*<>== Hm a? 

sein sollte. Um das Voarhergehende ganz streng zu begründen^ 
mu& BtaB beweisen,. daCs dieser Grenzwert eziatiert. Man 
gebe daher der Yeränderlichen rationale Werte a;, welche wach- 
send gegen x^ streben. Ist a > 1, so wachst o' bestandig,, 
aber nicht imbegrenzt; denn i&t x*^ eine rationale Zahl x'>Xq> Xy 

flo wird «c^ < a''' ;. daher strebt ^ gegen einen Grenzwert. Man 

2» 
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gebe jetzt der Veränderliehen rationale Werte a?', welche ab- 
nehmend Xq zustreben. Dann nimmt a'^' bestandig ab^ aber 
nicht unbegrenzt, und strebt daher einem Grenzwerte zu. Es 

x' 

ist aber lim a* = lim a*'; denn es ist — = a*'""*- Streben 

a 

nun X und x dem Werte x^ zu, so wird x' — x^ das lauter 

rationale Werte annimmt, null und a^'""* wird Eins, weil der 

vorhergehende Beweis nichts zu wünschen übrig läfst, wenn 

man der Veränderlichen rationale Werte erteilt. Überdies wird, 

wenn x<Xq<x' ist, auch a* <a*» < a*'. 

Sind Xq imd x^ irrationale Zahlen imd ist Xq < x^, so wird 
auch a**> < a*i, sobald a > 1 angenommen wird. In der That, 
es sei x eine rationale Zahl, sodafs Xq<,x <iXi ist, dann wird 
auch a*» <ia'' <,a^ und a*» < d^. Sind x^ und x^ irrational, 
so ist ebenso*, wie wenn sie rational sind, a*» • a^ = a*o-h«i . 
In der That, sind x und x' rationale Zahlen, deren Grenzen 
Xq \mi x^ sind, so wird a* • a* == a*+*'; geht man zur 
Grenze über, so findet man die zu beweisende Formel u. s. w. 

25. Funktionen von Funktionen. Manchmal ist eine Ver- 
änderliche y an eine Veränderliche x durch eine dritte Ver- 
änderliche u gebunden. Dies ist der Fall, wenn man hat: 

y = f(u) und u = q>(x) . 

Erteilt man dann x einen Wert a?o, so nimmt u einen Wert Uq 
an, für welchen Uq = q) {x^ wird, und y erhält einen Wert y^, 
für welchen y^ = f(u^ wird. Man sagt dann, dafs y eine 
Funktion einer Funktion von x ist, oder dafs es vermöge der 
Veränderlichen u eine Funktion von x wird. 

Wenn die Funktionen f und 9? stetig sind, so ist auch y 
als Funktion von x betrachtet stetig. 

In der That, ist f eine stetige Funktion von u, so kann 
man zu einer beliebig kleinen positiven Zahl s eine andere 
positive Zahl s' bestimmen, sodafs einem Zuwachse von u^ 
dessen Betrag kleiner als s' ist, ein Zuwachs von y entspricht, 
dessen Betrag kleiner als € ist. Ist u=^ q) (x) eine stetige 
Funktion von x, so kann man eine neue positive Zahl «" be- 
stimmen, sodafs einem Zuwachs von x, dessen Betrag kleiner 
als s'' ist, ein Zuwachs von u entspricht, dessen Betrag kleiner 
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als s' ist. Der zugehörige Zuwachs von y wird daher kleiner 
als €y was zu beweisen war. 

So wird beispielsweise c" eine stetige Funktion von x, 
wenn u eine stetige Funktion von x ist. 

26. Inverse Punktion. Es sei y = f(x) eine Funktion der 
Veränderlichen x, welche in dem Intervalle (a^ b) gegeben und 
stetig ist, und es sei f(a) = a und f(b) = ß. Alsdann wird 
die Funktion y jeden Wert zwischen a und ß annehmen, aber 
sie kann ihn mehrmals annehmen. Wir wollen aber voraus- 
setzen, dafs f{x) jeden Wert zwischen a und ß nur einmal 
annimmt. Damit sich dies ereigene, mufs, wenn x von a bis b 
geht, y immer im selben Sinne sich ändern, d. h. immer wachsen 
oder immer abnehmen; denn sonst würde es einen und den- 
selben Wert mehrmals annehmen. Fixiert man nun einen Wert 
von y zwischen a und ß, so giebt es einen und nur einen Wert 
von a?, far welchen f(x) = y wird; x als Funktion von y be- 
trachtet, heifst die inverse Funktion von f{x). 

Wenn eine Funktion f{x) stetig ist, so ist auch ihre in- 
verse stetig. Es sei y^^fix)] man gebe y einen Wert y^ 
und suche den entsprechenden x^^ für welchen y^ = f(xQ) 
wird. LäTst man jetzt x zwischen ii?o + f imd Xq — € variieren, 
wo € beliebig klein gewählt ist, so variiert y zwischen y^ und 
Vi} ^ö Vi ^^d y^ zwei y^ einschliefsende Werte sind. Alsdann 
gehört zu jedem Werte von y zwischen y^^ und y^ ein Wert 
von X zwischen a?o + * ^^^ ^o — *5 ^^^ Differenz zwischen 
ihm und Xq ist kleiner als c, daher ist x eine stetige Funk- 
tion von y. 

27. Logarithmen, y heifst der Logarithmus von x im 
System mit der Basis a, wenn o^ «= rc ist, und man schreibt 
y SS **Log X. Die Basis a ist eine positive, von 1 verschiedene 
Zahl. Jede positive Zahl besitzt dann einen zu ihr gehörigen 
Logarithmus; denn, ist a> 1, so wächst o^ beständig von 
bis cx), wenn y von — oo bis +00 geht, und zwar nimmt 
a^ dabei jeden positiven Wert einmal und nur einmal an. 
Da die Exponentialfanktion stetig ist, so ist es auch ihre in- 
verse, der Logarithmus. 

Unter den unendlich vielen Systemen von Logarithmen 
sind diejenigen besonders gebräuchlich, deren Basis die Zahl 
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e = lim(l -j 1 ist; sie heifsen naäirliche (Neper'sclie oder 

hyperbolische) Logarithmen , und wir beaeichnen sie durch log. 
Aufserdem sind die Logarithmen mit der Basis 10 besonders 
üblich^ sie heifsen dekadische {gemeine oder Brigg'sche) Lo- 
garithmen. 

Ist u eine stetige Funktion von x mit lauter positiven 
Werten^ so ist auch LogM eine stetige Funktion von x. Die 
Funktion u^y in der u imd v stetige Funktionen von x sind 
und wo t4>0 ist^ ist ebenfalls eine stetige Funktion. Denn 
es ist u^ »i 6«' 109 t«. Ist im besonderen v konstant und gleich m, 
80 ist die Funktion u^^ wenn u eine stetige positive Funktion 
ist, ebenfalls stetig, mag nun m eine ganze Zahl oder ein 
Bruch oder irrational, positiv oder negativ sein. 

28. Grenzwert von (l + — j ffir unendlich grofses m. 

Wir wollen zunächst m ganze positive Werte geben; dann hat 
man nach dem binomischen Satze von Newton: 

Dies können wir schreiben: 

(i+ir-'+ii+Mi-i)+Ä(i-i)(i-i)+- 

dabei ist n! »> 1 • 2 • 3 • • • n gesetzt und alle Glieder sind 
positiv. Wächst m^ so wachsen alle Glieder vom dritten an, 

aufserdem wächst ihre Anzahl. Daher wächst (l -| j be- 
ständig mit wachsendem m. Setzt man aber statt der Klam- 
mem (1 K (1 ) , • • • die Einheit, so vergrofsert 

man die rechte Seite, also ist: 



w» ^ , 1 , w(wi— 1) 1 , , m(f»~l)-.21 1 

■» 1 -4- W-— -4- ^ ' • — S-+- • • • -4- — ^ . «— 

^~ m~ 1-2 w«~ ~ 12 -w ^m 



imd um so mehr ist, wenn man n! durch 2** ersetzt: 

1 + !.)"'< 2 4-^.4. in — L _!-.:« 2 4.^ — — 

~ ml ^^~2~2«~ ~ 2"*""^ 1 _ JL 

T 



( 
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oder: 

Also wächst der Ausdruck ( 1 ^ j mit wachsendem m 

bestandig und bleibt dabei kleiner als 3^ folglich hat er einen 
Orenzwert, der nicht grSfser ist als 3. Der ÖrenzWert von 

( 1 H ) wird durch den Buchstaben e bezeichnet; wir werden 

später Methoden kennen lernen, um rasch seinen Wert zu be- 
rechnen. Die ersten Dezimalen sind: 

e = 2,71828 18284 59045 • - • 

Geben wir jetzt m positive, nicht ganzzahlige Werte. Es 
sei n die grSfste gaüze Zahl, die kleiner als M ist, sodafs: 

w< w<n + 1, 
dann wird: 

->->-4-r ^d 1 + 1>1 + 1>1+ ^ 



nwfi-f-1 'fi *!» "n + l 

und daher: 

Da nun: 

(: + i)-^' > (1 + i)" - (1 + j^)- < (1 + ;rTTr 

ist, so wird umsomehr: 

(i + i)- > (. + i)- > (i + _y 

oder: 

Läfst man m unbegrenzt wachsen, so wachsen .auch n und 
n -j- 1 unbegrenzt. Das erste Glied hat den Grenzwert 6, da 

lim (l + ^j — e und lim (l + -^j ^ 1 ist; das letzte hat 
ebenfalls den Grenzwert c, da lim (l + , ^ ^ =« e und 
lim (l + ^4:1;) = 1 i»t- Daher hat auch (l + — j , da es 



24 



Erstes Kapitel. 



zwischen zwei Zahlen enthalten ist, welche denselben Grenz- 
wert haben, ebenfalls den Grenzwert e. 

Geben wir schliefslich m negative Werte; wir nehmen sie 
kleiner als — 1, damit der Ausdruck eine Bedeutung hat. 
Setzen wir w = — w, so ist n positiv und es wird: 

LäXst man den absoluten Wert von m unbegrenzt wachsen, so 
wächst auch n unbegrenzt und, da lim (l + ;^)"~' = « 
und lim ( 1 -| — ^-r) "^ ^ wird, so wird auch lim ( 1 -\ j = e. 

Also erhält dieser Ausdruck immer denselben Grenzwert €, 
welche Werte auch m durchläuft; nur mufs der absolute Be- 
trag von m über jede Grenze wachsen. 

Setzt man in den vorstehenden Formeln w = — - , so strebt 

a gegen null, w^nn \m\ unbegrenzt wächst; mithin hat 

(1 + «)« für a = den Grenzwert e. 

29. Ereisfonktionen. Es sei x die Länge eines Bogens AM 
eines Kreises, dessen Radius gleich 1 ist; dann ist: 

MF = sin a? , OP = cos x. 

Erteilt man x einen Zuwachs 
MM\ so bekonmit der Sinus 
den Zuwachs QM', der Cosinus 
den Zuwachs PP\ Es sind 
aber PP'. und QW kleiner 
als die Sehne MM' und daher 
werden auch die Zuwüchse des 
Sinus und Cosinus null, wenn 
die der Veränderlichen ver- 
schwinden; sie sind also stetige 
Funktionen von x. 



Fig. 2. 
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Die Gleichungen: 
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coBo; 
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secx 



cosa; 



f 



cosec X = 



ßxax 
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besagen^ daXs auch die anderen trigonometrischen Funktionen 
stetig sind für alle Werte x. Ausgenommen sind einzig und 
allein beim Tangens und Secans die Werte x, welche den 
Cosinus annullieren^ beim Gotangens und Cosecans diejenigen, 
welche den Sinus annullieren. An diesen Stellen werden die 
Funktionen unstetig, indem sie durch das Unendliche hindurch- 
gehen. 

Ist u eine stetige Funktion von x, so sind auch sin ti 
und cos u stetige Funktionen Ton x (Nr. 25). 

Die inverse Funktion des Sinus heifst Arcus sinus; setzt 
man also y =» arc sin x, so heifst dies x ^= siny, LäXst man 

y von — Y bis + y 8®^®^ ^^ wächst a; = sin y stetig von 

— 1 bis +1. Also gehört zu jedem Werte von x zwischen 

— 1 und + 1 ein einziger von y «= arc sin x , der zwischen 

— — und + Y enthalten ist. Dieser Wert ist jedoch nicht der 

einzige, dessen Sinus x ist; denn auch die Bögen arc nmx-^ 2hx 
und (2 Je + 1) Ä — arc sin x haben zum Sinus x, Ist | a? | > 1 , 
so giebt es keinen Bogen, dessen Sinus x ist. Versteht man 
jetzt unter y = arc sin a?, wo | a; | < 1, den Bogen, der zwi- 
schen — -^ und + ~ enthalten und dessen Sinus x ist, so 

ist y eine stetige Funktion von x. In ähnlicher Weise ist 
y = arc cos x eine eindeutige und stetige Funktion von a?, 
wenn x zwischen — 1 und + 1 enthalten ist und wenn man 
f&r y denjenigen Bogen nimmt, der zwischen und sr liegt 
und dessen Cosinus x ist. Bei passenden Verabredungen kann 
man auch arc tg a?, arc cotg x. 

. Fig. 8. 

arc sec x imd arc cosec x zu em- 
deutigen Funktionen machen. 

30. Der Ausdruck erhalt 

X ' 

wenn x null wird, den Grenzwert 1, 

Es sei der Mittelpunkt eines 
Kreises, und OA = 1 sein Radius. 
Der Bogen AM sei gleich x und 
ebenso AM' = Xy MT und M' T seien die Tangenten an den 
Kreis in M und JIT. Dann weifs man aus der Geometrie 




26 Entei Kapitel. 

MPM<MäM'<MTM' oder 28ina:<2jc< 2tanga;. Di- 

yidiert man durch 2 sin x und bedenkt, dafs tftng x = 

ist, so erhält man: ^ • 

sm £c cos X 

Lafst man x null werden, so ist -^ zwischen zwei Zahlen 
enthalten^ deren eine konstant gleich 1 und deren andere 

für a? = den Grenzwert 1 erhält. Also haben auch 
und den Grenzwert 1: w. z. bew. w. 

X ' 



1 



C08 X 
X 

sino; 



§ 6. Übungen. 

31. — 1) Es sei f(x) eine ganze rationale Funktion von X] 
wächst X bis + cx>, so wächst auch f(x) unbegrenzt^ und nimmt 
das Zeichen des Koeffizienten der höchsten Potenz an. 

f(x) 

2) Es sei y — ~t , wo f und y ganze rationale Funk- 
tionen von X sind, die keinen gemeinsamen Teiler haben. 
Dann ist y eine stetige Funktion von x ftlr alle Werte x, 
welche q) (x) nicht zu null machen. Ist a eine a-feche Wurzel 
der Gleichung q>(x)^^0, so wird y &a x*=a unendlich von 
der Ordnimg t», falls x — a unendlich klein von erster Ord- 
nung ist. Wächst X unbegrenzt, so erhält y einen bestimmten 
Grenzwert, der endlich und von null verschieden, null oder 
unendlich grofs ist, je nachdem der Grad von f(x) gleich^ 
kleiner oder grofser als der von q)(x) ist. Sind die Grade 
von f(x) und fp{x) gleich, so ist der Grenzwert von y fiir 
rr = oo gleich dem Verhältnisse der Koeffizienten der höchsten 
Potenzen, sind die Grade ungleich, so wird y unendlich grofs 
oder klein von einer Ordnung, die gleich der Differenz der 
Grade ist, wenn man x als unendlich grofs von erster Ordnung 
betrachtet. 

3) In Nr. 25 ist bewiesen^ dafs e^ eine stetige Funktion 
von X ist, wenn u eine solche ist. Ist u unstetig, so kann e^ 
kontinuierlich oder diskontinuierlich sein. Setzt man z. B. 

w = — , so ist e* stetig für alle Werte x aufser a? «* 0, wo 
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— unstetig wird. Wird x null, so strebt e' nach + oo oder 0, 

•17 

je nachdem x Tom Positiren oder Negativen her nach null 

konvergiert. Die Funktion e ** wird, wenn man ihr an der 
Stelle x«^0 den Wert null erteilt, für alle Werte von x eine 

stetige Punktion von rr, obwohl 1 för a; =* unstetig ist. 

sc 

Die Punktion y =» ^ ~ ist stetig fttr alle Werte x aufser 

e^ + l 
a; SS 0. Konvergiert x gegen 0, so erhält y den Grenzwert a 
oder 6, je nachdem x von Positiven oder Negativen nach 
konvergiert. 

In ahnlicher Weise kann sin u unstetig sein, wenn u eine 

unstetige Punktion von x ist. Setzt man «* = --, so ist die 

Punktion y = sin — stetig fttr alle Werte x ausgenommen a? =« 0. 

Konvergiert x gegen 0, so schwankt y zwischen — 1 und + 1 
hin und her, ohne irgend einen Grenzwert zu erhalten. Die 

Punktion y^^XBia— wird mit x null und ist daher stetig, 

wenn man für rc *= auch v = setzt. Die Punktion — sin — 

schwankt, wenn x nuU wird, dergestalt, dafs sie unendUch oft 
jeden Wert annimmt. 

4) Zu beweisen, dafs 
und dafs • 

ist, welches auch die ganze Zahl m ist. 

5) Zu beweisen, dafs 

lixn(l + ±)"'-e«. 

Ein Kapital C, das jährlich zu r% Zinsen angelegt ist 
und jeden n**° Teil des Jahres verzinst wird, nimmt nach 
t Jahren den Wert an 
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\ ~ 100 w/ 



Man soll den Grenzwert hiervon für unbegrenzt wachsendes n 
finden. 

6. Wenn f{x +1) — fix) hei unbegrenzt wachsendem x 
einen Grenzwert L erhalt, imd wenn eine obere Grenze der dbs(h 
luten Werte von f{x) in jedem endlichen Intervall existiert, so 



hal a/uch 



fix) 



X 



denselben Grenzwert L, 



In der That, da lim [f{x + 1) — /^(^)] = ^ ^^t, so kann 

man zu einer willkürlich gegebenen positiven Zahl a eine Zahl 
N bestinmien^ sodafs für jeden Wert von x^N der Ausdruck 
I f(p +1) — fix) — i I < « wird. Man erteile nun x einen 
Wert > N und es sei n die gröfste ganze Zahl; welche in 
X — N' enthalten ist; dann ist x — n = y zwischen N und 
-Sr+ 1 enthalten. Da y, y + 1, y + 2, • • • > -W^, so hat man 
die Ungleichheiten: 

\ny-\-2)-f{y-\.l)-L\<B 

i/-(y + «-!)- /'(y + «-2)-i|<« 
\f{o=) -f{y + n-\)-L\<B. 

Durch Addition ergiebt sich: 

\fix)-f{y)-nL\<nB 

und dies giebt nach Division durch x und Substitution von 
X — y an Stelle von n: 

fix) f(y) jr ,, I y jT 

X I /». 



oder: 

m 

X 



X 



X 



<^^« 



X 



— L 



< 



f(y) y 



X 



— ^L 

X 



+ 



x — y 

X 



B< 



fiy) 



X 



y 



+ ^L + 



X 



x — y 

X 



6. 



Die rechte Seite besteht aus drei Summanden^ von denen 
der letzte kleiner als s ist und daher beliebig klein gemacht 
werden kann. Der zweite Summand wird mit wachsendem x 
null, da L endlich und y < JV + 1 ist. Der erste Sunmiand 



f(y) 



X 



ist kleiner als — , wenn l die obere Grenze der Werte 



X 



von \fiif) I in dem Intervalle (JV, J/'4- 1) bedeutet. Sein Grenz- 



m _ ^ 



X 
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wert ist daher ebenfalls null und mitkin kann der Ausdruck 
beliebig klein gemacht werden, es ist also lim ^-^ 
= i, w. z. bew. w. 

In ähnlicher Weise kann man den Satz beweisen: 

Wenn mit unbegrenzt wachsendem x der Ausdruck \ f(x + 1) 
— f(^) I ufibeffrenzt wächst tmd die Werte \f(x) \ eine cbere 
Grenze in jedem endlichen IntervaUe besitzen, so wächst amh 

^-^ unbegrenzt. 

Die Bedingung, dafs die absoluten Werte von f(x) in 
jedem endlichen Intervalle eine obere Grenze besitzen, wird 
von einem bestimmten Werte von x an eine notwendige. Die 
Funktion f(x) == tg stx ist beispielsweise so beschaffen, dafs 
f(x +1) — f{x) «= ist und dafs also auch der Grenzwert 

dieser Differenz null ist. Nichtsdestoweniger hat ^ *^ für 

sc 

imendlich grofses x überhaupt keinen Grenzwert. Die um- 

gekehrte Behauptung, dafs, wenn lim -^^ = L ist, auch 

lim [f(x + 1) — fip^y] = J^ wäre, ist nicht richtig; denn die 

Funktion f(x) = &mstx, fttr welche lim ^^ = ist, ergiebt 

f(x +1) — f{x) = — 2 sin jcXy einen Ausdruck, der für ü? = <x> 
überhaupt keinen Grenzwert erhalt. 

7) Zu beweisen: 

Wenn lim Jj^'^^) .«. j[^ q^^ ^ ^^ ^^ wenn die 

X 

absoluten Werte von f(x) in jedetn endlichen Intervall eine obere 

fix) 
Grenze besitzen, so ist auch lim ^^^ = L {oder oo). 

X 

Wenn f(\ ^il wachsendem x gegen einen endlichen 

Grenzwert konvergiert oder unendlich grofs wird, und wenn f(x) 
immer positiv ist, so dafs in jedem endlichen Intervalle die Werte 
von f(x) nicht nu/r eine obere, sondern amh eine untere von nuU 

verschiedene Grenze besitzen, so konvergiert auch [fix)^^ g^en 
denselben Grenzwert, 
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8) Zu beweisen^ dafa die folgenden drei Gleichungen for 
jeden Wert von n bestehen: 

lim — = 00, wenn a > 1 

lim a^x^ =— , ^ a < 1 

liini2«l£ = 0. 

Die vorstehenden Funktionen liefern Beispiele von unend- 
lich grofsen und unendlich kleinen Werten, die keine Ordnung 
besitsen. So wird a' fSbr a > 1 mit wachsendem x un^idlich 
gröls; nimmt man aber x als imendUeh grofs von erster Ord- 



nung, so giebt es keinen Wert von. w, für welchen -^ irgend 

einen endlichen Grenzwert erhält. Also wird a' unendlich 
grofs von einer Ordnung^^ die jede durch eine Zahl mefsbare 
Ordnung übersteigt. In ähnlicher Weise wird a*, wenn a<l, 
unendlich klein von einer Ordnung, die verglichen mit der 

von — jede durch eine Zahl mefsbare Ordnung übersteigt. 

log X wird von einer Ordnung unendlich grofs, die kleiner ist, 
als jede durch eine Zahl melkbare Ordnimg. 

In ähnlicher Weise kann maja beweisen, dafs die Funktion 
af^ welche für alle positiven Werte von x delBbiiert ist, gegen 
eins konvergiert, wenn x null wird; wird a; = (X), so wird 
auch ic* = 00 und zwar von einer Ordnung, di» grofser ist 
als jede endliche Ordnung. Die Nr. 27 definiert die Funktion af 
nicht für negatives x. Der Ausdruck oj* hat dann, wenn x von 

der Form ist a? = q , ^ , aufser einem einzigen positiven Wert 

nur imaginäre Werte. Hat x die Form x == J^ , so hat 

x^ aufser imaginären Werten nur einen einzigen negativen Wert; 

ist X a» — Y^ > so hat af* überhaupt keinen reellen Wert. 

9) Die Funktion f{x)^=^ ax, in der a eine wiUkürliche 
Konstante bedeutet, ist die einzige stetige Funktion von x^ 
welche für beliebige Werte x und yi die Gleichung erfüllt: 

(1) nx+y)-m+m. 
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In der That es sei f{ip) eine Funktion, deren Werte die 
Gleichung (1) erfallen ; setzt man y •«' 0, so wird f{x) ««^ f{x) 
^rf(P)} wid daher 

(2) /•(0)-.0. 

Setzt man y^ — x^ so wird ^^f{x) -^ f{-^x) und 
dAer 

(3) /r(_^)__^(^). 

Setzt man y -^ ss m Stelle von y^ so ergiebt sich: 

f(x-^y-\-g)= fix) + /'(y + «) - /•(») + f(jf) + Z'C«) 
und aUgemein wird 

(4) /'(asi-f ajjH + «?«) = /"(a^i) -f /*(i»2) + h/'C««). 

Setzt man in dieser Formel alle rr einander gleich, so erhalt man: 
(6) f(nx) = nf(x) . 

In dieser Gleichung setze man x^^l, und man erhSlt 
f(n) — »/*(!) , oder, wenn man die örö&e f(l) mit a be- 
aeidtmet, /*(n) =^ <i», 

Diese Gleichung gilt zunächst filr ganze positive Zahlen n, 
die Formeln (2) und (3) zeigen aber, dafs sie för jedes ganz- 
zahlige n gilt. 

Setzt man in (5) o: »= — , wo m und n ganze Zahlen 

sind und n positiv ist, so erhält ;man f(ni) =¥= wf (— j , oder 

am = w/'f— ) , also wird /*(— ) == a— • Diese Gleichung giebt 

die Funktianswerte für alle rationalen Werte der Veränder- 
lichen; filr diese wird nämlich f(x) =« ax. Läfst man jetzt x 
gegen einen irrationalen Wert Xq konvergieren, so konvergiert 
f(x)^ da es als stetig vorausgesetzt ist, gegen /*(a?o) ^^^ ^^ 
gegen aa?©, daher wird f(x^ = aa?^ . Also ist die einzige 
Funktion, welohe sich der angegebenen Eigenschaft erfreut, ax. 

10) Die Funktion f(x) »= a* ist die einzige stetige Funk- 
tion von X, deren Werte der Gleichung genügen: 

ax + y)=fix)f(i,). 

11) Wenn fOr alle Wertepaare x, y die Gleichung besteht 
f{^y) =^f(p^)f(lf)} s^ ^st f(p^) = a^, wo a eine Konstante ist. 
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12) Ist f{xy) = fix) + f(y) , so ist f(x) = Log x^ wo 
die Basis des Logarithmus beliebig ist. 

13) Ist f(x + y)'\-f{x — y) = 2f(x)f(sf), so ist die 

SC I """* SC 

Punktion f(x) entweder gleich cos aa; oder gleich '\f' — , 

wo a eine willkürliche Eonstante ist. 

14) Es sei f{Xyf) eine Funktion der beiden Veränder- 
lichen x und ty und wir wollen annehmen^ dafs für eine be- 
stimmte Klasse von Werten x der Grenzwert existiert, den 
f{x,t) erhält, wenn t entweder unendlich grofs wird oder 
gegen eine endliche konstante Gröfse konvergiert, oder auch 
gegen einen Grenzwert konvergiert, der eine Funktion von x 
ist. Der Grenzwert von f(Xyt) wird im allgemeinen von x 
abhängen imd eine Funktion von x sein. So ist beispielsweise 

lim (l + -T") ®^^® Funktion, die filr alle Werte von x definiert 

ist, und gleich c* (Übung 5). Die auf diese Weise definierten 
Funktionen liefern Beispiele für Unstetigkeiten von Funktionen. 

Die Funktion F(x) = lim ^ ^ fv ist för alle Werte von x 

gleich 6, wenn x = ist. Dieselbe Funktion kann man auch 
schreiben: F(x)^hm^^^. 

Ist x>0, so konvergiert af mit unbegrenzt wachsendem 
t gegen 0, 1 oder oo, je nachdem x kleiner, gleich oder gröfser 
als 1 ist. 

Die Funktion F(a?) = lim^^5^-±^\ in der f und tp 

far positive Werte von x definiert sind, ist für dieselben Werte 
von X definiert und fällt mit (p (x) zusammen, wenn a? < 1 ist 

und mit f(x), wenn x>l ist; es ist i?'(l) == ^^ält?^. 

Die Funktion F(a?) = lim ^^ + '^''^^'"" ^ ist far aUe 

t^» (1 + 8in«a:/+ 1 

Werte von x definiert und ist gleich 0, wenn x eine ganze 

Zahl ist; sie ist 1, wenn x nicht ganzzahlig und die nächst 

kleinere ganze Zahl gerade ist; F{x) ist gleich — 1, wenn x 

nicht ganzzahlig und die nächst kleinere ganze Zahl ungerade ist. 



Zweites Kapitel. 
Von den Ableitnngen. 

§ 1. Definition der Ableitung. 

32. Besitzt das Verhältnis des Zuwachses der Funktion 
zum Zuwachs der VeränderHchen einen bestimmten Grenzwert, 
wenn der Zuwachs der Veränderlichen null wird, so heifst 
dieser Grenzwert die Ableitung der Funktion. 

Ist y = f(x) die Funktion, Ax = h der Zuwachs der 
Veränderlichen und Ay = f(x + Ä) — f{oo) der entsprechende 
Zuwachs der Funktion, so ist die Ableitung der Grenzwert 

von -j-^ = , — -^ für unendlich klein werdendes h. Ist 

z. B. f(x) = aa? + 6, so wird f{xr{' h) = a{x -j- ä) + 6, — ^ = a 

und lim -^ = a; also ist a die Ableitung von ax -j- 6. Ist 

a = 0, so reduziert sich die Funktion auf eine Konstante und 
ihre Ableitung ist nuU. 

Man bezeichnet die Ableitung einer Funktion y = f(x) 
durch y' oder f(x). oder auch durch Dy und Df(x), Sie 
hängt im allgemeinen ab von dem Werte, den man x zuerteilt 
und ist daher eine Funktion von x. Es kann jedoch eine 
Funktion überhaupt keine Ableitung besitzen; dies kann der 
FaU sein entweder fiir besondere Werte von x, oder auch für 
alle. Es ist sehr bequem, die Ableitung, welche der Grenz- 
wert eines Quotienten ist, einem wirklichen Quotienten gleich 

zu setzen, imd man setzt daher f(x) = ^- Alsdann sind dx 

und dy zwei Gröfsen, welche das Diflferential der Funktion und 
das Differential der Veränderlichen genannt werden, und die 
einzig imd allein durch die Bedingung verknüpft sind, dafs Uir 

Oenoccbi-Peano, Biff.- u. Intogpral-Bechnung. 3 
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Quotient den Wert f{x) hat. Eine von ihnen ist deshalb will- 
kürlich; man pflegt dx willkürlich zu wählen, und dann ist 
dy = f{x) dx. Es ist also das Differential einer Punktion gleich 
der Ableitung multipliziert mit dem Differentiale der unab- 
hängigen Veränderlichen. Eine Funktion differentiieren heilst 
ihre Ableitung oder ihr Differential berechnen. 

Eine Funktion, die eine bestimmte endliche Ableitung 

besitzt, ist stetig. Denn es ist Ay = ;t-^ Aa;; wenn nun Aa; 

null wird, so erhält -^ einen endlichen Grenzwert y' und 

daher wird Ay null. Wenn die Ableitung nicht null ist, so 
ist der Zuwachs der Funktion unendlich klein von erster Ord- 
nung, wenn man Ao; als unendlich kleine Gröfse erster Ordnung 
betrachtet. 

33. Es sei y = f{x) die Gleichung einer Kurve, die auf 
ein rechtwinkliges Achsenkreuz bezogen ist (vergleiche Nr. 22). 
Setzt man OM^x, MP = y, MM'=PQ = Ax, QP'^Ay, 

so wird -jT^ der Tangens des Winkels, welchen die Gerade PF' 
mit der a? -Achse bildet. Läfst man Ax null werden, so kon- 
vergiert -jr^y wenn die Funktion f(x) eine Ableitung besitzt, 

*^ X 

gegen f(x). Daher konvergiert der Winkel zwischen PP'^ 
imd der rr-Achse gegen einen Grenzwert, und die Gerade PP\ 
welche den Punkt P mit einem andern Punkte P' verbindet, 
konvergiert gegen eine Grenzlage und der Punkt P' nähert 
sich unbegrenzt dem Punkte P Tangente an eine Kurve in 
einem Kurvenpunkte P nennt man die Grenzlage, gegen welche 
die Verbindungslinie des Punktes P mit einem andern Kurven- 
punkte konvergiert, wenn der zweite Punkt sich unbegrenzt 
dem ersten nähert. Besitzt deshalb die Funktion f(x) eine 
Ableitung, so besitzt die Kurve eine Tangente und diese bildet 
mit der rr -Achse einen Winkel a, dessen Tangens durch 
tang a = f(x) bestimmt ist. 

Auch in den Fragen der Mechanik hat die Ableitung eine 
sehr einfache Bedeutung. Nehmen wir an, dafs ein Punkt P 
eine Gerade durchläuft. Es sei x die Entfernung eines be- 
weglichen Punktes P von einem festen Punkte der Geraden, 
also die Koordinate von P, und es sei t die Zeit, welche von 
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einem festen Zeitpunkte an bis zu einem yeränderliclien Zeit- 
punkte verflossen ist. Zu jedem Werte von t gehört eine 
Lage von P und daher ein Wert von rr, also wird x = f(t). 
Die Bewegung, des Punktes P heifst gleichfÖAnig^ wenn der in 
einem bestimmten Zeitabschnitte durchlaufene Raum diesem Ab- 
schnitte proportional ist. Geschwindigkeit einer gleichförmigen 
Bewegung heifst das Verhältnis des durchlaufenen Raumes zu 
der Zeit^ die erforderlich war^ um ihn zu durchlaufen. Ist 
die Bewegung eine beliebige und hat man zu einem gegebenen 
Werte von t den entsprechenden Wert von x gefunden^ so 
•erteile man der Zeit einen Zuwachs A^; dann erhält x einen 
Zuwachs Aa?, welcher von dem beweglichen Punkte in dem 
Zeitintervalle A^ durchlaufen ist^ das auf den betrachteten 

Moment folgte. Das Verhältnis -^ stellt die Geschwindigkeit 

einer gleichförmigen Bewegung dar, welche in der Zeit A^ den 
Raum Ax durchläuft; man nennt Geschwindigkeit einer be- 
liebigen Bewegung in einem bestimmten Zeitpunkte den Grenz- 
wert des Verhältnisses -^- Also ist die Geschwindigkeit bei 

einer beliebigen Bewegung die Ableitimg des Raumes nach 
der Zeit. 

§ 2. Düferentiationsregeln. 

34. Ableitung einer Summe. Es sei y = u -}- v — w und 

4. 

es seien w, i;, w drei Punktionen, deren Ableitungen j-, 

dv dw • j j • I 

-j- y -j— smd; dann ist: 

Ay = Aw + Av — Aw;, -r-^ = -r V- -r— . 

^ ' ' Aa; Aa? ' Aa? Aa; 

Läfst man Aa; null werden, so erhalt man: 

lim ^ = ^=—-4- — — — d h- 
Aa; dx dx*^dx dx^ 

Die Ableitung einer algebraischen Summe von mehreren 
Funktionen ist gleich der Summe der Ableitungen, 
Multipliziert man mit dx^ so erhält man: 

(1) d(u + v — w) = du -^ dv — dw. 

35. Ableitung eines Produktes. Es sei y = au^ wo a eine 
Eonstante und u eine Funktion von x ist; so wird Ay^aAu, 

3* 
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-^ = ?L_Ü und, wenn man zur Grenze überseht, ^^ «»^ a 3— ; 
Ax Ax ^ ' ^ ' ax dx^ 

also wird 

(2) * d{au) = adu^ d. h.: 

Die Ähleitung des Produktes von einer Konstanten und einer 
Funktion ist gleich dem Produkte aus der Konstanten und der 
Ableitfimg der Funktion, 

Es sei jetzt y = wv, wo u und v Punktionen von x sind; 
dann wird: 

y + Ay = (w + Aw) • (t; + At;) = Mt; + wAt; + t;Aw + ^w^^? 

Ay = wAv + vtkU + AwAv, 

Ay uAv j^ «>Ai* j^ At(At7 

Ax Ax ' Aa; ' AxAx 

Geht man zur Grenze über, so wird K = -^ 1- -^— , 

und daher: 

(3) d(uv) = udv + vrfw, d. h.: 

Dos Differential des Produktes zweier Funktionen ist gleich 
der Summe der Produkte von jeder Funktion mit dem Differen- 
tiale der andern. 

Diese letzte Formel kann man auch schreiben: 

d{uv) du , dv 

UV U * V 

Ist y gleich dem Produkte von mehreren Punktionen 
t*!«^ • • • Un, so wird: 

d{u^u^ ' " u^) ^d^^ d(u^U^-"U^) ^^y^^ du^ ^(^8--^n) ^ 
U^U^" ' U^ U^ "•" «*j ^8 • • • U^ 1*1 ' Wj ' Wj • • • ^n 

, , ^^^-^ wJmb -«11— wJmb • • • *'4^ ■ ■ ■"' • 

Sind die w- Paktoren einer und derselben Punktion u 
gleich, so wird: ^^ ^ = w — oder d{u^) === ww"""^rfw. Die 

Ableitunir wird ^ "^ == ww**~"^ 3^ • Ist m = rr, so wird 3^ = 1 

und daher -^— ^ = na?**""^: d. h.: 

dx ' 

(4) df(a;'*) = waj"-"^rfa;. 
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Nach dieser Formel hat man also eine Potenz mit ganzem 
positivem Exponenten zu differentiieren. 

Die vorhergehenden Formeln ermöglichen es^jede ganze 
rationale Funktion zu differentiieren. Ist: 

so wird: 

y'rass wa^ic"""^ + (w — 1)010;"-* -{-...-{- an_i. 

36. Ableitung eines Quotienten. Es sei 9 »» -^ und t; 4° 0; 

dann wird: 

Att At7 

, A t* + At* ^ vAi* — ttAv Ay Aa: A« 

geht man zur Grenze über, so wird -^ = — ^-— 5 und: 

/e\ ■? vdu — udv j, 1 

(5) dy = ^^5 , it.: 

Das Differential eines Quotienten ist gleich dem Nenner 
mal dem Differentiale des Zälüers weniger dem Zahler mal dem 
Differentiale des Nenners, alles dividiert durch das Quadrat des 
Nenners. 

Setzt man im besonderen den Zahler konstant gleich 1^ 
so wird c?w = und 



, 1 ^ d» 



Ist V =^ af^f so wird 



moj"* ^dx 



Man erhält dasselbe Resultat aus Formel (4), wenn man dort 
den Exponenten ganz, aber negativ annismii 

37. Ableitung der Funktion einer Funktion. Esseiy = /*(M) 
und u = 9>(^)', dann ist y vermöge u eine Funktion von x. 
Man nehme an, dafs die Funktionen f(u) und fp{x) eine Ab- 
leitung f{u) und fp'ipo) besitzen. Erteilt man x den Zuwachs 
ökic und sind At« und Ay die zugehörigen Zuwüchse von u 
und y, so wird: 

Aw = 9(0? + Aa?) — 9)(a;), Ay = /*(w + Aw) — /*(w). 

Für hinreichend kleine Werte von Aa; mit Ausschlufs von 
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Aa? = werde nun A w nicht mehr null: dann wird -^ = -r-^ • -j—\ 
lalst man Aa? null werden, so wird -r— gleich w'(x) = 3- 
und Aw wird null; -^ konvergiert aber, wenn Aw nach nuU 
konvergiert, gegen f{^)'=^7 also wird: 

]in,^^% = r(u).,p'ix)^^.p und: 
Aj5 da? # \ / 7- \ / (^« da; 

(6) dy = f(u)(p\x) dx = f{u) du. 

Diese Formel ist identisch mit derjenigen, welche dy so 
definiert, als wäre u die unabluingige Yeranderliche; aber hier 
ist du = (p'(x)dx. 

Wird aber, wie klein man auch Aa? wählen möge, Am 
für jeden Wert von tkX null, so bleibt die vorhergehende 
Formel trotzdem richtig. In der That, wird At* für unend- 
lich viele Werte von Ao? null, wie klein diese auch sein 

mögen, so wird -j— fiir dieselben Werte null und sein Limes 

i^ X 

wird, wenn er überhaupt existiert, ebenfalls null. Es muTs 
also dann q>'{pc) = sein. 

Lassen wir An? null werden, indem wir ihm zunächst nur 
diejenigen Werte erteilen, für welche Aw^f^O ist, so bleibt 
die frühere Überlegung anwendbar und daher wird 

Oeben wir Arr die Werte, für welche Aw = ist, so wird 
auch Ay = 0, --^ = und lim --^ == 0. Also ist der Grenz- 

&« X Im^ X 

wert von -^ beständig null, in welcher Weise man auch Aa? 

null werden läfst und die Formel (6) für die Differentiation 
der Funktion einer Funktion bleibt richtig. 

38. Ableitung einer inversen Funktion. Es sei x eine 
Funktion von y, a? == 9)(y); sie heilse direkte FimJction, Wir 
setzen voraus, dafs sie eine interse Funktion besitzt, d. h. dafs 
inan auch umgekehrt y als Funktion von x betrachten kann: 
y^^fix). Besitzt ^(y) eine von null verschiedene endliche 
Ableitung, so besitzt auch die inverse Funktion eine von null 
verschiedene endliche Ableitung. In der That, erteilen wir x 
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einen Zuwachs t^x und nennen t^y den zugehörigen Zuwachs von y, 

dann ist -^r = ir- Läfst man Ax null werden, so wird auch 
tkx Ax ' 

Ay null und -r— ■ ymd w'(y\ Also wird lim -r-^ = —77-, oder 
r7>) ^ = _^ ^ — d h • 

Dia J.&2ei^n^ einer inversen Funktion ist der reziproke 
Wert der Ableitung der direkten Funktion. 

Es sei beispielsweise x^^^ff^ und m eine ganze positive 
Zahl Laust man y von bis 00 variieren^ so wächst x stetig 
von bis cx). Daher besitzt diese Funktion eine inverse; 
d. h. zu einem gegebenen positiven Werte von x gehört ein 
einziger positiver Wert von y, für den a? = y~ ist und der 






durch y«»yic = a;"* bezeichnet wird. Die Anwendung der 

vorhergehenden Regel ergiebt j- = wy~""^ , -^ ^ ^ • 

Setzt man för y seinen Wert, so wird: 



d\Qn 



1 i-i 



dx fn 

Setzt man andererseits an Stelle von x jetzt Uy wo u eine 
Funktion von x bedeutet, so ergiebt die Regel über Funktionen 

™n Y^^ ä{ui) - i ui-W Se..t M„ » _ ^ wo 
n eine ganze Zahl ist, so wird: 

c?(af»)=« — a^ dxi 

also gilt die Formel (4) für die Differentiation einer Potenz 
auch för rationale Exponenten. 

39. Ableitung von Log x. Es sei y = Log x, der Loga- 
rithmus sei in Bezug auf eine positive Basis a genommen und 
X sei eine positive Veränderliche. Dann ist: 
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Setzt man — = a, so wird -^ = — Log(l + ^)^- Wird a 

null, so wird: 

1 

lim (1 + ay = e und lim -^ = — Log e 
oder: 

— j^— = — Log c, a Log a? = — Log e. 

Sind die Logarithmen natürliche, so wird log e = 1 und: 
(8) c?loga? = -^- 

Diese Formel gut, welches auch die unabhängige Veränder- 
liche sein mag. 

Beispiele. Es sei: 
dann wird: 



, t/1 — a? -ti/I + ä t/1 — äj 1t /l — a; jl + ^ 
11 — X 1 — Ä+l + o;, <2a; 

~ Yr+5 (1 — xy ^^~ 1— Ä*" 

Ist 

y = log(a; + a + }/a;*+ 2ax + 6), 
so wird: 



40. Ableitung von a^. Es sei y = a^; nimmt man die 

Logarithmen in irgend einer Basis, so wird Log y ^=^ x Log a 

und daher 

^ -— l^Qg y <?a;^ Loge 1 

Loga^ <2y Log a y^ 



oder: 



^ = 1/ ^^g^ = ö« l^og<» 
<Za; ^ Loge Loge ^ 



dfa* = a* T^^^ df^ = :r^^ — ^^ = ^t* log a dx. 
I-og c «Log c ® 



Ist a = a, so wird: 
(9) rfe« = e« dfa;. 
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41. Ableitung von m". Es sei y = u', wo u und v Funk- 
tionen von X sind und u nur positive Werte annimmt. Es 
wird y = e^'^ogu ^J^d daher 

dy = a''^«>««df(f; log w) = e'^*>«~ (^ IT + ^^^^ **^^) " 

= Vli""^ C?U + M" log lirft?. 

Macht man z. B. ti konstant gleich a, so wird c2ti «= und 

da^ = a" log a dv. 

Dies ist die Formel zur Differentiation von Exponentialfunk- 
tionen. Setzt man v konstant ^^^m, so wird: 

du"^ =« mu^'-'^du. 

Dies ist die Formel zur Differentiation einer Potenz. Also 
gilt (4) för jeden Wert von w. 

42. Ableitung der trigonometrisclLen Funktionen. Es sei 

y =ss: sin X] dann wird: 

Ay = sin (ä? + Ä) — sin a? = 2 sin y cos (a: + yj , 



BUk-r-h 

Äi — r— •««« 



(-+4)- 



Läfst man h null werden, so wird lim — = 1, 

(10) — ^ — = cos X, dsinx ==^ cos a; dx, 

Ist 9 ss: cos o;, so folgt: 

Ay == cos (a: + Ä) — cos a? = — 2 sin y sin (a; + yj , 

. h 

2 

Also wird an der Grenze 

/■4 -4 \ Cu COS X • 1 * 1 

(11) —-g — 1= — sma;, «cos rc— — sin »aa;. 

Die Ableitung des Cosinus kann man auch dadurcli finden, 
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daJs man beachtet, dafs cos x = sin l-^ — ooj ist und dafs man 

differentiiert nach der Regel über die Funktionen von Funktionen. 
Die anderen trigonometrischen Funktionen lassen sich 
rational durch Sinus und Cosinus ausdrückeu; wendet man 
dann die bekannten Regeln an^ so findet man: 

(12) dftanirrc«« — ?-» c?cotffa;«= 5— f— , 

/wo\ j sin 05 j j COBX -f 

(13) a sec a? = — =— ax. a cosec a? = !-=— dx. 

Es sei jetzt y = arc sin a?; x sei zwischen — 1 und + 1, 
y zwischen — ^ ^^^ "h Y enthalten, entsprechend den Ver- 
abredungen der Nr. 29. Dann hat man x = sin y, dx = cos ye?y 

und j^ = Will man die Ableitung als Funktion der 

dx coay ° 

unabhängigen Yeninderlichen x ausdrücken, so beachte man, 
dafs cos y a=s yi — sin^y = yi — x^ ist. Dabei mufs man der 
Wurzel das positive Zeichen geben, weil für — "5- < y < -s- ? 
COS y positiv ist. Mithin wird: 

(14) d arc sin x == , • 

Es sei y »» arc cos x\ dann wird: 
a? = cos y, dx =» — sin y dy^ 

(15) j^ = ! — == , aarccosÄ; = , 

^ ^ dx siny |/i_a;*' yi— a-« 

Dabei mufs man, entsprechend unserer Verabredung, dafs 
y zwischen und ar enthalten sein soU, die Wurzel positiv 
nehmen. 

Xst y =» arc tg Xy so hat man: 

a? = foy, e?ir = — %- . -^^ = cos* y = -— j — =, 

d arc tff a; = 7-i — = • 

In ähnlicher Weise findet man: 

dx 



(16) dfarccotga? 



l + Ä 



1? 



(17) d arc sec a; == — , a arc cosec a; == — 



«ya;«— 1' a-y^rnY 
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Die vorstehenden Formeln gestatten die Ableitung einer 
jeden Funktion zu berechnen, die durch Anwendungen einer 
endlichen Anzahl von Additionen, Subtraktionen, Multiplika- 
tionen, Divisionen, Potenzierungen mit irgend einem Expo- 
nenten, Logarithmierungen und Bildungen der direkten oder 
inversen Ereisfimktionen entstanden sind. 



§ 3. Sätze über Ableitungen. 

43. Eine Funktion f{x) wächst an der Stelle x = a?^, 
wenn ihr Zuwachs f{xQ + Ä) — f{x^ für hinreichend kleine 
I Ä I im Vorzeichen mit h übereinstimmt, sie nimmt ab an der 
Stelle X == aJo, wenn ihr Zuwachs für hinreichend kleine | h \ 
das entgegengesetzte Zeichen wie h hat. 

Säte L Ist die Ableitung positiv, so wächst die Funktion; 
ist sie negativ, so nimmt die Funktion ab. 

In der That, es sei f(x) die Funktion und f(x) ihre Ab- 
leitung; dann wird: 

und daher: 

wo a mit h unendlich klein wird. Ist nun fix^) nicht null, 
so kann man a absolut kleiner als fix^) machen, wenn man 
nur Ä hinreichend klein macht. Dann hat /^(a;^) + a das 
Zeichen von fix^) und /'(a?0+Ä) — f(xQ) das Zeichen von h 
oder das entgegengesetzte, je nachdem f(xQ) positiv oder 
negativ ist. Die Funktion wächst also bei positivem, sie 
nimmt ab bei negativem f{x^. 

4A, Satz II {von Rolle). Ist f(x) eine Funktion von x, 
die in einem IntervaUe (a, 6) gegeben ist mid für aUe Werte x 
in diesem Intervalle eine endliche Ableitung f\x) besitzt und ist 
endlich f{a) = und f(b) == 0, so giebt es einen Wert x^ 
zwischen a und 6, der von a und b verschieden ist und für den 
die Ableitung verschwindet 

In der That, einmal kann f(x) für alle Werte x zwischen 
a und b null sein, und dann ist für jeden Wert von x in 
demselben Intervalle f(x) = 0. Im allgemeinen aber wird 
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f{x) auch von null verschiedene Werte annehmen; diese können 
dann sowohl positiv als negativ sein. Nimmt f{x) positive 
Werte an^ so betrachte man den gröfsten unter ihnen; dieser 
existiert (vergl. Nr. 21); denn da f{x) eine Ableitung besitzt 
in dem Intervalle {a, b), so ist es nach Nr. 32 auch stetig. 
Es sei x^ ein Wert, für den f(x) ein Maximum wird, dann ist 
f(Xi + Ä) — /*(^i) immer negativ, welches auch h sein mag. 
Versteht man also jetzt unter h eine positive Gröfse, so ist 

der Ausdruck ^^^"~__r" immer positiv oder null, während 

der Ausdruck l — ^^ immer negativ oder null ist. 

Beide müssen aber, wenn h null wird, denselben endlichen 
Grenzwert ergeben, nämlich f{x^. Also ist /'(iPi) = 0, w. z. 
bew. w. 

Wenn die Funktion nur negative Werte annimmt, so wird 
sie ein Minimum für einen Wert x^ zwischen a und 6; durch 
eine ähnliche Überlegung zeigt man, dafs für diesen Wert die 
Ableitimg verschwindet. 

45. Satz IIL Besitjst f(x) für alle Werte x in dem Inter- 
valle (a, b) eine endliche AbUiUmg, so ist: 

WO x^ eine Gröfse zwischen a und b ist. 

In der That, man betrachte die Funktion 

F{x) = fix) - f(a) - f^ [f(b) - /(«)]; 
sie wird null fiir x = a und a? = 6; sie besitzt überdies eine 
Ableitung F\x) = f{x) — ^-^^^Er^ ^'^ »lle Werte x zwischen 
a und 6. Daher giebt es einen Wert x^ zwischen a und 6, 
far welchen F\x;) = 0, also f (a;,) = ^fc^^ wird. Die 

vorstehende Formel läfst sich verschieden schreiben. Man 
setze 6 = a + Ä; da Xy^ zwischen a und b enthalten ist, so 
kann man es auf die Form bringen a?! = a -j- 0Ä, wo eine 
Gröfse zwischen imd 1 ausschliefslich der Grenzen bedeutet. 
Durch Multiplikation mit h ergiebt sich daher: 

/•(a + Ä)-^(a)=^r(a + 9Ä); 
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eine sehr wichtige Formel, welche unter der Voraussetzung 
gilt, dafs f{x) für alle Werte x zwischen a und a + ä eine 
endliche Ableitung besitzt. 

Man kann den vorstehenden Satz verallgemeinem. 

Es seien f{x) und q>{x) Funktionen, die in dem Intervalle 
(a, V) eine endliche Ableitung besitzen und man nehme an, 
dafs q>\x) für keinen Wert von x innerhalb desselben Inter- 
valles verschwindet, man lasse aber zu, dafs es an den Enden 
x = aymA x^h verschwinden darf. 

Man betrachte die Funktion 

Fix) = fix) - /•(«) - M=^^ [y (^) _ ^(a)] . 

dann ist J'(a) = 0, 2?'(&) = 0, Fix)^fix)-^ß^^ q>'ix). 
Daher giebt es einen Wert x-^ zwischen a und fe, fär welchen 
rix) = 0, oder fix,) = ^§^ 9'(*i) wird; dividiert man 
durch q>\x)j welches nicht null ist, so erhält man 

m ^ fja) ^ fix,) 
9(5) — 9 (a) (p\x^) 

Setzt man in dieser Formel fe = a -f- Ä, rCi = a + OÄ, so wird: 

f(a + h)^f(a) ^ f{a + eh) 
q>{a + Ä) — 9(a) q>'{a + BÄ) 

46. Satg IV. Wenn die Ableitung einer Funktion für alle 
Werte x im Innern des IntervaUes null ist, so hol in ihm f(x) 
einen honstanten Wert, 

In der That, ist a ein Wert von x in dem gegebenen 
Intervalle, a + Ä ein zweiter Wert von x in demselben Inter- 
valle, so ist: 

f{a + Ä) — f(a) = hf(a +^eÄ). 

Da a -{- Qh ebenfalls in dem gegebenen Intervalle liegt, so ist 
f{a + OÄ) = und f(a + Ä) == f(a) konstant in dem Intervalle. 

Satz F. Haben zwei Funktionen f{x) und q>(x) in einem ge- 
gebenen Intervalle gleiche Ableitungen, so ist ihre Differenz konstant 

In der That, man setze F(x) = f(x) — 9(^); dann wird 
F(x) = f{x) — 9'(^) =^ ^ ^^^ daher ist F(x) konstant. 

§ 4. Höhere Ableitungen. 

47. Besitzt eine Funktion f(x) für die Werte x eines 
bestimmten IntervaUes eine endliche Ableitung f(x)y so ist 
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f{x) im Allgemeinen eine neue Funktion von a:, welche eine 
Ableitung besitzen kann. Man bezeichnet diese durch f\x) 
und nennt sie die zweite Ableitung von f{x)y indem man f{x) 
als erste Ableitung bezeichnet. 

Die Ableitung der zweiten Ableitung heifst dritte Ablei- 
tung^ sie wird durch f"{x) bezeichnet u. s. w. Die n** Ableitung 
wird durch f^*\x) bezeichnet. Man erhält die successiven Ab- 
leitungen der im Vorstehenden behandelten Funktionen durch 
wiederholte Anwendung der DifPerentiationsregeln des § 2. 

Beispiele, 1) Ist y = af^y so wird: 

y = maf"~\ y"= m(m — l)aJ^~^, • • • 
yC«) s=r m(m — 1) • • • (m — n + l)af^~^. 

Ist m eine ganze positive Zahl^ so ist die m^ Ableitung 
konstant und gleich m\, die folgenden Ableitungen sind null. 
In allen anderen Fällen sind unendlich viele Ableitungen vor- 
handen, die sämtlich Funktionen von x sind. 

2) Ist y = Log X, so wird: 



y(n) = (_l)n-l.(!L=_^JL0ge. 



Ä« 



3) Ist y ™ sin x^ so wird: 

y'= cos a?, y"^= — sin x, y'"= — cos x, y^^ = sin rc, • • • 

Die Werte wiederholen sich also periodisch. Man kann auch 
schreiben: 

y'=sin(a; + y), «/"= sin(j/ + -^), • • • 

j^«) = sin (a: + ^) . 

4) Ist y = a*, so wird j/'= a* log a, j/"= a*(loga)*, • • • 

y(«) = a* (log ay. 

48. n**'* Differential oder Diflferential w*®' Ordnung einer 
Funktion y heilst das Produkt aus der n^"^ Potenz des DiflPe- 
rentiales der unabhängigen Veränderlichen imd der n***^ Ab- 
leitung der Funktion. Die n^ Potenz von dx wird durch 
dx* bezeichnet (während d(x^) das Differential von x^ bedeutet, 
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also nx!^~'^dx\ und das w*® Differential von y wird durch d^y 
bezeiclmet. Also ist^ wenn y = f(x) gesetzt wird: 

d^y = f('*)(x)dx'' 



und daher 



/•(n)(^) = ^ 



Diese Bezeichnungsweise ist sehr gebräuchlich, um die 
successiven Ableitungen darzustellen. Differentiieren wir in 
der Qleichung dy ^^f{x)dx beide Seiten und betrachten dx 
als konstant, so erhalten wir ddy = f"(x)dx^ oder ddy^^^cPy^y 
analog wird dd^y = d^y u. s. w. Irgend ein Differential von 
beliebig hoher Ordnung wird also erhalten, indem man das 
vorhergehende Differential differentiiert imd dx als konstant 
betrachtet. 

§ 5. Übungen. 

49. 1) Die folgenden Funktionen sind zu differentiieren: 

afy a;^*, e^*, earcsin«^ ^«^ log cos ic, logtgy, 



II » X . 1/2 ax — X* 

loff loff X, arc sm , , arc sm 

2) Die Punktion x — log(l + x) soll differentiiert und 
aus dem Vorzeichen der Ableitung hergeleitet werden, dafs 
für alle positiven Werte von x, x> log(l + x) ist. 

3) Ein einfaches Mittel zur Auffindung von Identitäten 
besteht darin, dafs man eine und dieselbe Funktion, wenn 
möglich, auf verschiedene Formen bringt oder verschiedene 
Differentiationsmethoden anwendet. So hat man z. B.: 

sin (x + y) = sin x cos y + cos x^my 
und erhält hieraus durch Differentiation nach x: 

cos (a? + y) = cos X cos y — sin a; sin y. 

■ 

4) Erhebt man {a + x) zur n^^ Potenz, so ergiebt sich 
ein Resultat der Form: 

{a + xy = A^ + A^x + A^x^ H 1- AnC(^. 

Durch Differentiation folgt: 
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(*) w (a + xy-^ = A + 2-4,a; H 1- n^rr»-^ 

n{n — 1) (a + a;)~-^= 2A^'\ 1- w(n — l)^^?»-« 

n{n — 1) • • • (w — r + 1) (a + a?)~-'' = 

= r! -4r H + w (w — 1) • • • (w — r + 1) J^a:"-"'' 

Setzt man in diesen Formeln ^ = 0^ so erhält man so 
Tiele Gleichungen als Koeffizienten A^, Ä^ - - * An und findet: 

A^ = a«, -^1 = wa"-^, ^ = ^^^~^^ a»»-*, • • • 

^_ n(n-l)..^.^(n-r + l) ^.^ ... ^.- 1. 

Auf diese Weise ist der binomische Satz von Newton 
für ganze positive Exponenten n erwiesen. 

Dieselbe Formel kann man beweisen, indem man (*) mit 
(a + x) multipliziert und die Koeffizienten derselben Potenzen 
von X auf beiden Seiten gleichsetzt. 

Man würde in ähnlicher Weise den Taylorschen Satz filr 
ganze rationale Funktionen von x beweisen. 

5) Aus der Gleichung: 

1— a;*+^ 
1 •^x + x^ + '" + a^= ^_^ , 

welche för jedes von 1 verschiedene x gilt, findet man durch 
Differentiation und darauf folgende Multiplikation mit x: 

' ' ' (1 — a?)" 

Durch weitere Differentiation kann man hieraus der Reihe 
nach die Summen erhalten: 

Vx + 2^x^'\ h n^x^, Vx + 2^x^'{ 1- w»ä:~, u. s. w. 

inmier unter der Voraussetzimg a: =f» 1. 

Setzt man in diesen Ausdrücken x = l, so stehen links 
die Sunmien der Potenzen der natürlichen Zahlen, aber die 

rechten Seiten erhalten die unbestinunte Form — • 

1. 

6) Man wähle f(x) = x^] diese Funktion ist für alle 

Werte von x definiert und stetig. Ihre Ableitung für a? = ist 
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der Grenzwert von , oder von h *. Aber h * 

n 

wächst mit verschwindendem h unbegrenzt und ist positiv, 
wenn h vom Positiven her in die Null rückt, es wird negativ, 
wenn h vom Negativen her in die Null rückt* Also hat f(x) 
keine endliche Ableitung fär x .= 0. 

7) Die Funktion f(x) = a? sin — , der man für x = den 

Wert f(0) = zuerteilt, ist stetig. Ihre Ableitung für x ==0 

ist der Grenzwert von , , also der von sin -,- für Ä = 0. 

Da aber sin -j- für verschwindendes h überhaupt keinen Grenz- 
wert hat, so hat die Funktion x sin — auch keine Ableitung 

an der Stelle a: = 0. 

1 1 



e'—e * 



8) Die Funktion y =^ x -j j- ist stetig, wenn man 

ihr für x = den Wert zuerteilt. Sucht man die Ableitung 

und bildet -r-^ , so ist dessen Grenzwert 1 oder — 1 für x = 0, 

je nachdem Ax negative oder positive Werte erhält. Diese 
Funktion hat also keine Ableitung für x = 0. 

9) Ist f(x) für alle Werte x eines gegebenen Intervalles 
stetig und besitzt es dort eine bestimmte endliche Ableitung, 
so ist es im allgemeinen nicht richtig, dafs dann diese Ab- 
leitung in dem gegebenen Intervalle ebenfalls stetig ist. So 

ist f(x) = x^ sin — , wenn man /*(0) == nimmt, eine stetige 

Funktion von x und besitzt für alle Werte x eine endliche 
Ableitung. Denn ist x von null verschieden, so erhält man 
die Ableitung nach den bekannten Regeln: 

f(x) = 2x sin cos — • 

Für X = ergiebt sich die Ableitung aus ihrer Definition: 
/(O) = lim fJ^t^M = lim Ä sin y = 0. 

Nichtsdestoweniger ist f(x) diskontinuierlich für x = 0, da 
mit verschwindendem x die Funktion f(x) überhaupt gegen 

Genocchi-Peauo, Diff.- u. Integral-Beclmang. 4 
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keinen Grenzwert konvergiert; der erste Summand wird zwar 
null, aber der zweite schwankt unbegrenzt zwischen — 1 und 
+ 1 hin und her. 

Gleichwohl können wir die folgenden Sätze [10) — 14)] 
beweisen. 

10) Besitzt f(x) in einem gegebenen Intervalle eine Ab- 
leitung f{x) und konvergiert f{x), wenn x = a wird, gegen 
einen Grenzwert Ä, so ist dieser Grenzwert der Wert, welchen 
die Äbleiimig für x = a annimmt, es ist also A = f(p)- 

In der That, man hat ^(^ + ^^-^(^) = /'(a + OÄ), < < 1. 
Mit verschwindendem h wird a + OÄ gleich a und f{a + OÄ) 
gleich A, Auch ^^"^ ^ — -^ konvergiert gegen einen Grenz- 
wert /^(a); also ist f{a) = A. 

Ist also f{x) diskontinuierlich für ic == a, so kann f{x)y 
wenn x gegen a konvergiert, überhaupt keinen Grenzwert 
erhalten. 

11) Besitzt f(x) in einem bestimmten, den Wert a ein- 
schliefsenden Intervalle eine Ableitung, so nimmt f{x) tmendlich 
oft Werte an, die beliebig nahe an f(a) liegen; d. h, fixiert m^n 
eine beliebig Meine positive Zahl e, so kann man ein Intervall 
um a bestimmen, sodafs in ihm f{x) u/nendlich viele Werte an- 
nimmt, die von f{a) um weniger als a abweichen, 

12) Besitzt f(x) eine endliche Ableitung in dem Intervalle 
(a, b), und haben f{a) und f(b) entgegengesetztes Zeichen, so 
giebt es einen Wert x zwischen a und b, für welchen die Ab- 
leitung verschwindet 

13) f(x) besitze eine Ableitung im Intervalle (a, b) und es 
sei f(a) = A, f(b) = B, Läfst mxm x das Intervall durch- 
laufen, so nimmt f(x) alle Werte zwischen A und B an. 

14) Besitzt fix) eine Ableitung f{x) in dem Intervalle 
(a, b) und kann mxm in einer beliebig fixierten Gröfse s ein x 
bestimmen, sodafs für jeden Wert von x im Intervalle und jedes 



h\<.t der Ausdruck 



f(x + h) — fix) _ ^... 



< 6 wird, so ist 



die Ableitung eine stetige Funktion und umgekehrt. 
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15) Es sollen die Formeln bewiesen werden: 

d^(u + t?) = d*w + d^v 

d^ (au) = ad^u 

d^(au + &^) = ad^w + bd^Vy 

in denen u und t; Funktionen von x^ a und b Eonstante be- 
deuten. 

16) Sind u und v zwei Funktionen von x, so hat man: 

d" (uv) = ud^v + (?) dud^-'^v + u) ^wti"-*t; H + vd^'u. 

Die Koeffizienten der Glieder sind diejenigen, welche beim 
binomischen Satze auftreten. Daher läfst sich die vorige 
Formel symbolisch schreiben: 

. c?»(Mt;) — (du + dv)\ 

Dies besagt, dafs man (du -{- dvY nach dem binomischen Satze 
entwickeln und im ersten und letzten Gliede die 0*® Potenz 
von du bezw. dv mitschreiben soll. Schreibt man dann d'^u 
und d?v für du^ und df^j und setzt u = d^w, t? = d®t7, so 
entsteht d^(uv). 

Ahnlich ergiebt sich symbolisch: 

d^(uvw ' ' ' t) = (du + dv + • • • + ^0"* 

17) Man setze Uq=^u, w^ = —,••• w„ = — -j- und ge- 

brauche analoge Bezeichnungen für t; und y. 

Ist y = uVy so erhält man aus der vorigen Nummer die 
Gleichimg: 

18) Es sei y = — ; dann hat man u = vy, Differentiiert 

man diese Gleichung und bedient sich der Bezeichnungen von 
Nr. 17, so entstehen die Gleichungen: 

^^v^Vo + ^iVi + ^oyi 



Un-l=Vn-iyo+ Vn-^y^ + Vn-zy^ H h %yn-l 
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Aus ihnen kann man der Reihe nach J^o; i^i? * * * Vn ^^^^^ 
die Ableitungen von u und v ausdrücken. Löst man das 
Gleichungssystem mit Hülfe der Detenninantentheorie auf ^ so 
erhält man: 



y. 



V 



,»+1 



V, 



V, 



n 



2 







V, 



V, 








• • • Uq 

• • • Ml 



• • • u, 



2 



Vn — l Vn—i Vn— 8 
Vn Vn^l t?n— 2 

Dies kann man auch schreiben: 



Vq Un-l 



• • • t?i w, 






V, 



Ve 



Ve 



^1 % 

t?2 Vi 



u. 






t?i t?o 

Vg Vi Vo 
»8 ^2 Vi 



+ 



19) Es sei y = F(u) und u = q>(x), also y eine Funktion 
von X vermöge u. Man hat: 

Differentiiert man diese Gleichung mehrmals^ so erhält man: 
g = 2^(M).u"+l^'(«)-«'* 
= ir'(M) . »'" + J"(«)3«'«"+ i^"(«) • «'" 

0^ JP'C«) . M^+ J-'C«) (4«V"+ 3«"«) + 

+ 2^"(«) 6»' »m" + F^(u) • w'* 



• * 



•Diese Ehrgebnisee sind in der Formel enthalten; 

in welcher die Sunmie rechter Hand über alle Glieder aus- 
zudehnen ist, die man erhalt, wenn man r alle Werte von 
1, 2, • • ■ w imd a, /3 • • • A alle ganzen positiven Werte ^in- 
schliefslich der Null erteilt, dabei aber die Bedingungen be- 
rücksichtigt: 
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Verifiziert man diese Formel för w = 1, 2, • • •, so läfet sich 
leicht weiter zeigen, dafs sie für w + 1 gilt, wenn sie fiir 
n gilt. 

20) In besonderen Fällen kann man die Ableitung w*®' Ord- 
nung einer Funktion durch besondere Kunstgriffe bestimmen. 

Es sei y = j ; dann kann man schreiben 

^ " T \i+x ' r^^/ 

xmd erhalt durch eine n-malige Differentiation: 

fTy n\r (— 1)' 



dx* 



2 l(i + xT+^ "^(i-a^f+M 



21) Es sei j/ = arctgic. Man hat y'= ^ . ^ - Drückt 

nsan diese Ableitung als Funktion Ton y aus, so wird j/'^a cos^^. 
Durch successiye Differentiation entsteht die Formel: 

-^ = (w — 1)! cos«y . sin w (y + y) . 



Drittes Kapitel. 
Von den Reihen. 

§ 1. Definition der Beihen. 

50. Beihe heiTst eine Aufeinanderfolge von unendlich vielen 
Zahlen UqU^u^.^., die nach einem bestimmten Gesetze gebildet 
sind. Die Zahlen u heifsen die Glieder der Beihe^ Un heifst das 
allgemeine Glied; es ist eine Funktion des Index n. Ist Un als 
Funktion von n gegeben^ so genügt es, w = 0, 1, 2, . . . zu 
setzen, um so viele Glieder der Beihe zu bekommen, als man 
will. Aber das Bildungsgesetz der Beihe kann auch auf andere 
Art bestimmt sein. 

Eine Beihe heilst konvergent, wenn die Sunmie der n ersten 
Beihenglieder mit unbegrenzt wachsendem n gegen einen end- 
lichen Grenzwert konvergiert und dieser Grenzwert heilst die 
Summe der Reihe. Eine Beihe, die nicht konvergiert, heÜBt 
divergent 

Die Sunmie der n ersten Beihenglieder pflegt man durch 
Sft zu bezeichnen; es ist also: 

«n = Wo + ^1 H h «*n-l . 

Die Sunmie der konvergenten Beihe bezeichnet man mit s, es 
ist also $ = lim5n- Man schreibt auch: 



'.CD 



s = Wo + «*i + wg H 

Hört man beim n*®^ Gliede einer konvergenten Beihe auf, 
so heifst die Differenz zwischen dem Grenzwerte s und der 
Summe s« der Best der Beihe; bezeichnet man ihn durch r„, 
so wird daher 

S = Sn + rn. 

Mit unbegrenzt wachsendem n wird r„ = 0. 
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51. Als Beispiel einer Reihe kann man die geometrisclie 
Progression betrachten: 

In ihr ist 5« = a + aa; + • • • + ao?""^, und, wenn x von 1 
verschieden ist, so wird: 

1 — a^ a aa^ 



X 1 — X 1 — X 



Ist X absolut kleiner als 1, so erhält xi^ mit unbegrenzt 
wachsendem n den Grenzwert null; also konvergiert Sn gegen 
eine Grenze. Die Beihe ist demnach konvergent und hat zur 

Summe s = z : ihr Rest ist r- = 



Ist X absolut gröfser als 1, so wächst | x^ \ mit wachsen- 
dem n unbegrenzt und dasselbe geschieht mit 5». Die Reihe 
ist also dann divergent, vorausgesetzt dafs a ^= ist. 

Ist ic = 1, so entsteht die Reihe a^a^a^.^,. Es wird 
s^ = fitty mit wachsendem n wird also Sn unbegrenzt grofs 
und die Reihe ist divergent^ Ist x = — 1, so entsteht die 
Reihe a, — (^^(^f — öt, . . . , Man erhält Sn = a oder = 0/ je 
nachdem n ungerade oder gerade ist. Also hat dann ^n über- 
haupt keine Grenzwerte; die Reihe ist wieder divergent. 

§ 2. Sätze über Beihen. 

52. 8at0. Multipliziert man die Glieder einer konvergenten 
Beihe mit einer Gröfse a, so ist die neue Reihe wieder konver- 
gent und ihre Summe ist das a-fache von der Summe der ur- 
sprimglichen Reihe. 

Es sei 

^0? ^1? ^if ' ' * 
die vorgelegte Reihe. Dann ist die Reihe, deren Glieder das 
a-fache der Glieder jener Reihe sind: 

auQf aUiy au^y . . . 
Setzt man: 

5» = «*0 + «*1 H h «*n-l 

und: 

5n'= a«*o + öt^i H h aun-ij 

so wird 

5n = aSn* 
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Wächst n unbegrenzt, so konvergiert Sn gegen s, die 
Summe der vorgelegten Reihe, und daher wird lim Sn = as, 
ffiermit ist der Satz bewiesen. 

53. 8at0. Addiert man die entsprechenden Glieder zweier 
konvergenter Reihen, so entsteht wieder eine Jconvergente Beihey 
deren Summe gleich der Summe der Summen der beiden ersten 
Beihen ist. 

Es seien 

die beiden gegebenen Reihen. Dann ist:. 

Sn = Wo + Wi H h Un-l y 5„' = Vo + t?! -I p Vn-1 

lijn 5« = 5 , lim s«' = s\ 

Die Reihe, welche durch Addition der entsprechenden 
Glieder der u- und t?- Reihe entsteht, ist: 

Setzt man 

s« = K+ ^o) + (^1 + ^'i) -f- h K-i + «^»~i), 

so wird 

Sn — Sfi — p ön . 

« 

Da nun lim ^n °= ^ ; lini s» = s' ist, . so folgt auch, dafs 
lim Sn=^ s '{' s' wird, wie behauptet war. 

54 Satz, Aus einer konvergenten Eeihe entsteht wieder eine 
konvergente Eeihe, wenn man eine endliche Anmhl der ersten 
Glieder fortläfst und umgekehrt. 

Um mit anderen Worten über Konvergenz und Divergenz 
einer Reihe zu entscheiden, darf man von einer endlichen An- 
zahl der ersten Glieder absehen. 

Es sei Uq, u^y ^, . . . die Reihe. Läfst man die m ersten 
Glieder fort, so entsteht die Reihe u^y w^-f-i, . . . Man setze: 

Sm-\-H = ^0 + % + h Wm + ^ + 1 H 1- Wm + n— 1 

* • • 

S»' = W»„ + Wm + 1 + • • • + Wm + n— 1 

und 

dann wird: 

« 

Sm^n^'A + sii und 5n==5m+« — A. 
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Ist daher die erdte Reihe konvergent^ hat also Sfn^n 
einen endlichen Grenzwert, so gilt Gleiches von Sn = Sm'{-n — -^; 
es ist also auch die zweite Reihe konvergent und umgekehrt. 

55. Satz, In einer konvergenten Reihe ist der Grenzwert 
des aUgemeinen Gliedes hei unbegrenzt wachsendem n die NM, 

In der That, es sei Wq, w^, w^ . . . die konvergente Reihe und 

Sn = Wo + «*1 H h Wn-1 , 

dann wird: 

Sn+l *= Wo + Wi H h «*n-l + Un . 

Nun ist aber te„ = Sn^i — Sn , lim 5» = s, lim Sn^i = s 
und di^er lim Un = 0, 

Die Bedingung Un = ist also notwendig für die Kon- 
vergenz, sie ist aber nicht hinreichend, wie wir bald an Bei- 
spielen sehen werden. 

56. Satz. Ist eine Beihe konvergent, so kann man zu einer 
hdiebig Meinen positiven Zahl a eine positive ZaM N bestimmen, 
sodafs für jeden Wert n'^N und für jedes p 

I Un + Un-\-l 4 h Un^p-i \ < S 

UDvrd, Umgekehrt, ist diese Bedingung erfüUt, so konvergiert 
die Reihe. 

In der That, ist die Reihe konvergent, so konvergiert 5„ 
mit wachsendem n gegen einen Grenzwert; nach Nr. 15 ksmn 
man daher zu eiher beUebig fixierten positiven Gröfse € eine 
Zahl N bestimmen, sodafs 

I Sn^p Sn I = I Wn + Wn+i H h Wn-f-p-i | < fi 

wird fiir alle Werte w, die ^ übersteigen und umgekehrt. 

§ 3. tleilien mit positiven Gliedern. 

57. Sind die Glieder UqU^u^ . .. der Reihe alle positiv, 
so wächst Sn beständig mit wachsendem n. Daher strebt Sn 
gegen einen Grenzwert oder nicht, je nachdem 5« nicht unbe--' 
grenzt wächst oder unbegrenzt wächst. Zur Entscheidung über 
die Konvergenz dienen in diesem Falle die folgenden Sätze. 

Satz. Wenn eine Reihe mit lauter positiven Gliedern von 
einer bestimmten Stelle a/n lauter Glieder hat, die kleiner sind 
(ds die entsprechenden Glieder einer anderen Reihe, so konvertiert 
die erste Reihe, sobald man dies von (fer zweiten weiß. 
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Es seien Uq, u^yU^ , , , und Vq^ Vj, Vg . . . die beiden Beihen 
mit positiven Gliedern und es sei Uq<.Vq, w^ < v^ , ... ; dies 
bedeutet^ dafs die in unserm Satze ausgesprochene Bedingung 
schon vom ersten Gliede an erfüllt ist. Wäre dies nicht der 
Fall, so könnte man von den Anfangsgliedem absehen, welche 
jener Bedingung nicht entsprechen. 

Setzt man: 

und 

^n = Vo + ^1 H h ^n-1, 

SO wird Sn<Sn, Da nun die zweite Reihe konvergieren soll, 
so wächst Sn beständig mit wachsendem n, indem es sich 
der oberen Grenze s' nähert. 

Daher ist 5» < s' und umsomehr Sn < s'. Daher wächst 
Sn beständig mit wachsendem n, es bleibt jedoch kleiner als 
eine endliche Gröfse s'] es hat also einen endlichen Grenzwert, 
der kleiner ist als s'. Mithin konvergiert die erste Reihe, und 
ihre Summe ist kleiner als die Summe der zweiten Reihe. 

Eorollar. Hat man zwei Beihen mit positiven Gliedern 
Uq, Wjl, 1*2 .. . und Vq, t?i, Vg • • • ^^ *^^ ^^^ ^**^ bestimmten 
Stelle an immer Vn>Un, so ist die zweite Reihe divergent, so- 
bald die erste divergiert, 

58. Satz, Eine Beihe mit positiven Gliedern Uq, u^, ... 

ist konvergent, wenn von einer bestimmten Stelle an j/ün Meiner 
bleibt, als ein echter Bruch h; sie ist auch konvergent, wenn 

f/un einen Grenzwert hat, der kleiner ist als Eins. 

n . — 

In der That, ist yM«<Ä, so ist auch w« < ä** und die 
Glieder der vorgelegten Reihe sind von einer bestimmten 
Stelle an kleiner als die entsprechenden Glieder der Reihe 
1, Ä, Ä^, . . . . Diese aber ist konvergent, da Ä < 1 ist; mit- 
hin konvergiert auch die vorgelegte Reihe. 

Wenn ]/w^ gegen einen Grenzwert Z < 1 konvergiert, so 
kann man zu einer willkürlich zwischen l und 1 gewählten 

Gröfse h einen Wert von n finden, von dem an yUn sich von 
l um weniger als h — l unterscheidet. Dann wird aber 

yUn <,h <Cl und wir kommen auf den früheren Fall zurück. 
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EoroUar. Eine Reihe ist divergent, wenn Yun von einem 
'bestimmten Werte von n an gröfser ist als 1. 

Denn dann wird auch w« > 1 und die einzelnen Glieder 
nehmen nicht unbegrenzt ab. 

59. Sat^, Eine Reihe mit positiven Gliedern ist konvergent, 
wenn das Verhältnis eines Gliedes mm vorhergehenden von einer 
bestimmten Stelle an beständig Meiner bleibt als ein echter Bruch h, 
oder wenn jenes Verhältnis gegen einen Grenzwert konvergiert, 
der kleiner ist als Eins, 

Es sei Uq^ u^y ^2 ... die vorgelegte Reihe. Nimmt man 
wieder an^ was erlaubt ist^ dafs die ausgesprochene Bedingung 
vom ersten Gliede an erfüllt ist, so wird 

hieraus folgt 

Wi<ÄWo; u^<hu^<h^UQy ... ., Wn<Ä»Wo. 
Daher sind alle Glieder der Beihe mit Ausnahme des ersten 
kleiner als die entsprechenden der Beihe % , hu^ , h^u^ .... 
Da diese aber konvergiert, so konvergiert auch die vorgelegte 
Reihe. 

Wenn der Grenzwert von — ^^ kleiner als Eins wird, so 
kann man wie beim vorhergehenden Satze schliefsen. Man 
kann auch bemerken, dafs lim — =^ = lim yun ist. (Vergl. 

Nr. 31 n. Teü der Übung 7.) 

EoroUar. Ist das Verhältnis eines Gliedes zum vorher- 
gehenden von einer bestimmten Stelle an gröfser als Eins, so ist 
die Beihe divergent. 

In der That, ihre Glieder wachsen und konvergieren nicht 
gegen null. 

60. N imm t man die Bedingung des vorhergehenden Satzes 
als erfüllt an, so kann man den Best der Beihe abschätzen, 
die beim w*®** Gliede abgebrochen wird. In der That, man hat 

r„ = Wn + «^n+1 H ; 

ist nun das Verhältnis eines Gliedes zum vorhergehenden 
^ Ä < 1 , so wird 

Wn + l ^ hUny «*n+2 ^ Ä*Wn , . . . 
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Also sind die Glieder der Reihe fQr Vn nicht gröfser als die 
der Reihe 

Diese ist aber konvergent und hat zur Summe , ; daher 

wird 

Das Konvergenzkriterium, welches durch den Grenzwert 
von — ^ geliefert wird, ist eins der fruchtbarsten in den 

n 

Anwendungen. 

Betrachten wir z. B. die Reihe 

Xy 2a? y 3a:*,...; w, = w:r**, w»-f.i = (n + l)a;*+^, 

so ist 

t*. n \ ' n/ 

Wächst w unbegrenzt, so wird lim -^^^ = x, Ist daher a; < 1 , 

so konvergiert die vorgelegte Reihe; ist dagegen ir>l, ao 
divergiert sie. Ist x = l, so wird das Verhältnis 

1+1 = 1+1; 

dies ist aber gröfser als eins und die Reihe ist daher divergent. 
Hat man die Reihe 

so wird 

tt^ n + 1 \ n + V ' t*^ 

Die Reihe ist konvergent oder divergent, je nachd^n | x \ 

kleiner oder gröfser ist als 1. Ist a? = 1 , so wird -^^ = — ?--r ; 

dieser Ausdruck ist immer kleiner als Eins, aber, da sein 
Grenzwert gleich Eins ist, so giebt es keine Gröfse Ä < 1 , 

sodafs —^ < Ä wird. Die in diesem Falle entstehende |leihe 



Mb 



T' Y; y, ••• heifst die harmonische. Aus dem vorher- 
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gehenden Satze kann man jedoch keine Schlüsse über ihre 
Konvergenz oder Divergenz ableiten; später werden wir sehen, 
dafs sie divergiert. 

Hat man die Reihe 

SO wird 

n ■ n 

die Reihe konvergiert daher für jedes positive x. 

Das vorhergehende Kriterium verliert also seine öültig- 

keit, wenn -^^ den Grenzwert 1 erhält, wenn auch dieser 

Ausdruck beständig kleiner bleibt als sein Grenzwert, wie das 
für die harmonische Reihe soeben der Fall war, und wie es 
auch in der allgemeineren Reihe der Fall ist, in der 

1 

In diesen Fällen mufs man auf andere Eiiterien zurückgreifen. 

• 

61. 8at0. Ist a eine positive Konstante und bildet man 
die Beihe, deren allgemeines Glied — rr-; ist, so divergiert 

diese, wenn a negativ oder null ist; sie konvergiert, wenn a 

positiv ist. 

JSf an nehme zunächst an, es sei a = ; dann entsteht 

die Reihe 

111 



a^ a + 1' a + 2* 
Man betrachte jetzt die Funktion F(x) = log(a '^ x)» 
dann wird F'(x) = — j — ; aus der Formel 

F(x-\-l) — F(x) = F'(x + Q), 
in der < 6 < 1 ist, findet man aber 

log (« + a; + 1) — log(a + x) = a+l + e ' 

Setzt man auf der rechten Seite für seine Extremwerte 
und 1, so entstehen die Ungleichheiten 
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log (a.+ x + 1) — log (a + xX ^^ 

log (a + x + 1) — log (a + x) > ^qr^qr^ ' 

Setzt man in der ersten Ungleichung, die wir allein hier 
benutzen, a; = 0, 1, 2 • • • w — 1, so erhält man: 

log (a + 1) — log a < ~ 

log(a + 2)-log(a + l)<^ 

log (a + w) — log (a + w — 1) < — ^1— ^. 

Summiert man diese Ungleichungen und setzt 

_ 1 I 1 , , 1 

^"~ a ■T'a + l"' Ta + n — 1' 

so erhält man 

Sn > log (a + w) — log a. 

Da nun mit unbegrenzt wachsendem n auch log (a -|- w) un- 
begrenzt wächst, so gilt Gleiches von s« ; die betrachtete Reihe 
ist daher für a = divergent 

In dem besonderen Falle, dafs a = 1 ist, entsteht die 
harmonische Reihe, auch diese ist also divergent. 

Nehmen wir jetzt a < an; dann wird 

(a + wV +« <a4- n und rr-- > — ■. — 

Daher sind die Glieder der vorgelegten Reihe gi-öfser als die 
Glieder derjenigen Reihe, deren allgemeines Glied . ist. 

Da diese aber divergiert, so ist auch vorgelegte Reihe für 
a < divergent. Also ist beispielsweise die Reihe 

JL _L J_ 

divergent. 

Man nehme endlich a > und betrachte die Funktion 

dann wird 



a (a + xf ' 



^•w-?+i^ 
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Greift man jetzt auf die Formel F{x + 1) — F{x) = F{x + 0) 
zurück, so erhält man 

1 1 _ 1 

Setzt man 1 an Stelle von 9, so verkleinert sich die rechte 
Seite und daher wird 

1 i i 

< 



Setzt man in dieser Ungleichung a; = 0, 1, 2 . .-. w — 2, so 
erhält man 



1% ^ 1 1 



(a+2/+" a(a + lf a(a+2)« 



< 



(a + n— l/+« a(a+w— 2)** «(a+n — If 

Addiert man diese Ungleichungen, nachdem man auf beiden 
Seiten noch das Glied -yt^ hinzugefögt hat, und setzt: 

so findet man: 

J. 1 . 1 



und um so mehr: 



^ 1 I 1 



aa- a^+" 



Daher wächst s« mit wachsendem n zwar beständig, aber nicht 
unbegrenzt; die vorgelegte Reihe ist also für a>0 konvergent. 

62. Satz, Bedeutet a eine positive Zahl, so ist eine BeiJie 
konvergent, sobald n^'^^Un mit wachsendem n nicht unbegrenzt 
wächst; sie ist divergent, wenn nUn mit wachsendem n nicht 
Werte annimmt, die der Null beliebig nahe kommen. 

In der That, wenn es eine Zahl A giebt, sodafs n^+^w« 
kleiner als A ist, so wird 
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A 



Un < 



^i+« 



und die Glieder der vorgelegten Reihe sind daher kleiner als 
die entsprechenden Glieder derjenigen Reihe, deren allgemeines 

Glied -jx^ ist. Diese ist aber konvergent und daher konver- 

giert auch die vorgelegte Reihe. 

Giebt es dagegen eine Zahl Ä^ sodafs für hinreichend 

grofse Werte von n immer ww« gröfser als Ä ist, so wird 

Ä -dl . . . 

t*n > — • Die Reihe, deren allgemeines Glied — ist, divergiert 

aber und daher gilt das Gleiche von der vorgelegten Reihe. 
Wird Un unendlich klein von einer bestimmten Ordnung r, 

wobei — als unendlich kleine Gröfse erster Ordnung genommen 

ist, so konvergiert die Gröfse nTUn mit wachsendem n gegen 
einen bestinmiten Grenzwert ?, der weder noch cx) ist. Für 
hinreichend grofse Werte von n ist dann n**«*« zwischen zwei 
endlichen Gröfsen enthalten, die l beliebig nahe koromen; die 
Reihe ist daher dann konvergent, wenn r > 1, dagegen diver- 
gent, wenn r ^1 ist. 

So ist z. B. eine Reihe, deren allgemeines Glied eine ratio- 
nale Funktion von n ist, konvergeht, wenn der Grad des Nenners 
den des Zählers um wenigstens zwei Einheiten übersteigt; in 
jedem anderen Falle ist sie divergent. 

Die Reihe mit dem allgemeinen Gliede m„ == sin" (— |— - j 

ist konvergent, wenn a> 1, divergent, wenn a^l ist; dabei 
ist X als von verschieden angenommen. Denn da 

lim n^ sin« — r— = af' 

ist, so ist das allgemeine Glied unendlich klein von der 
■Ordnung a. 

Dasselbe läfst sich von der Reihe sagen, in der 



X 



^n = tang«^ 

ist. 

63. Die Schlufsweise, durch welche wir die Konvergenz 
der Reihen der vorletzten Nummer erkannt haben, läfst sich 
veraUgemeinem und führt dann zu folgendem: 
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Satjs. Ist f{x) für aUe Werte von x^a eine positive un- 
begrenzt abnehmende Funktion und kennt man eine Funktion 
F{x), deren Ableitung f(x) ist, so ist die Beihe 

f(a), /•(« + !), /•(a + 2), ... 

konvergent oder divergent, je ncLchdem F(x), wdches ja eine posi- 
tive Ableitung hat, und daher mit wachsendem x beständig wächsty 
nicht unbegremt wächst oder unbegrenzt wächst. 

In der Thai, es ist F{x + 1) — F(x) = JF" (:r + 0), wo 
< 9 < 1. Db nun F(x) = f(x) ist, so folgt 

F(x + 1)-F{x) = f(x + Q). 

Wenn man aber annimmt, dafs f(x) beständig abnimmt, so ist 
f(x) > f(x + e) > f(x + 1) , also wird: 

f(x) > F(x + 1) - Fix) > fix + 1) . 

Setzt man hierin der Reihe nach x gleich a, a + 1, . . . 
a -^ n — 2, a -\- n — 1 und addiert die entstandenen Un- 
gleichungen, so wird: 

Sn > F(a + w) — F(a) > Sn+i — f{a) . 
Dabei ist: 

Sn = na) + fia + 1) + ...+f(a + n-l) 
;gesetzt. 

Hieraus schliefst man, dafs die Beihe divergiert, wenn 
F(a '{' n) mit wachsendem n unbegrenzt wächst. Besitzt da- 
gegen F(a '\- n) einen endlichen Grenzwert, so ist es immer 
kleiner als dieser und daher wird: 

^„+x <f(a) + Um F(a + n) — F(a) . 

Da mithin s^^i nicht unbegrenzt wächst, so ist die Beihe 
konvergent. 

64. Stützt man sich auf den vorigen Satz, so kann man 
zeigen, dafs die Beihen: 

1 1 1 

j^l+a? 2^^""' 3^+**' 
1 1 



2 (log 2)^+«' 3 (log 3)^+«' 
1 1 



S log 8 (log log 3)^+«' 4 log 4 (log log 4/ +"*' 

konvergent sind, wenn «>0, und divergent, wenn «^0 ist. 

G-enooohi-Peano, niff.- u. Integral-Beohnusg. 5 
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In der That^ die soeben hingeschriebenen Reihen entstehen 
aus den Funktionen: 

'^^^ a;^+" ' X (log ir)*+« ' xlogx (log log a;)*+« ' " * ' 

indem man x alle ganzen positiven Werte giebt, filr welche 
die Nenner reell und positiv sind. Für diese Werte sind aber 
jene Funktionen von x positiv und sie nehmen unbegrenzt ab. 
Ist a>0, so werden die zugehörigen Funktionen F(x)^ deren 
Ableitungen die entsprechenden Funktionen f(x) sind, bezw.: 

F(x) = ^ ^ — - • • • 

^ "^ ax""' a(loga;f' a (log log ä)«' 

Mit wachsendem x konvergieren diese aber gegen null. 
Daher sind ftir a > 1 die vorgelegten Reihen konvergent. 
Ist a s= , so muTs man 

F(x)'=logXj log log ;r, log log log o;, ... 

wählen. Da diese mit wachsendem x unbegrenzt wachsen, so 
sind fQr a = die vorgelegten Reihen divergent. Umsomehr 
sind sie also für a < divergent. 

§ 4. Beihen mit Gliedern von beliebigem Vorzeichen. 

65. Sat0. Eine Beihe, deren Glieder beliebige Vorzeichen 
haben, ist konvergent, wenn die Beihe der absoluten Beträge der 
Glieder konvergiert. 

Es sei Sn die Summe der ersten n Glieder der Reihe/ Sn 
die Sunmie der positiven Glieder in Sn, — 5« die der nega- 
tiven Glieder. Dann wird Sn = Sn — s'n . Ist nun U die 
Summe der Reihe, welche aus den absoluten Beträgen gebildet 
ist, so wird 27 = lini (s« + 5«). Also bleiben Sn und 5«, die 
zwar mit wachsendem n wachsen, beständig kleiner als 27 
und konvergieren daher gegen endliche Grenzwerte. Es sei 
lim Sn = s' und lim s« = s"; dann wird auch s„ sich einem 
bestinmiten Grenzwerte nähern hm Sn = s' — s'\ Die Reihe ist 
also konvergent. 

Die Umkehr des Satzes ist nicht richtig. 

66. Satz. Eine Beihe mit abwechselnden Vorzeichen, deren 
Glieder beständig und unbegrenzt abnehmen, ist konvergent. 
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Es sei 

Wo, — Wi, u^, — Ws;"- 
die Reihe; die u seien alle positiv und es sei %>Wi>M2>"- 
and lim Un ==» 0. Man fasse eine gerade Anzahl yon Gliedern 
der gegebenen Reihe zusammen und setze: 

Diese Summe kann man sowohl in die Form: 

S2n = K — Wi) + K — %) -I h (W2«-2 — Wan-l), 

als auch in die Form: 

setzen. Aus der ersten Gleichung schliefst man^ dafs s^n mit 
wachsendem n wächst und aus der zweiten^ dafs Sin < ^o ^^^- 
Daher konvergiert Sin mit wachsendem n gegen eine Grenze; 
es sei lim Sin = s. 

Ninmit man jetzt eine ungerade Anzahl von Gliedern und 
setzt S2n+i = 52n +«*2«, SO folgt aus Um Sa» = 5, limw2n=0, 
dafs auch lim S2n-\-i = s ist. Also konvergiert die Summe 
einer beliebigen Anzahl von Gliedern gegen eine endliche 
Grenze, die Reihe ist konvergent. 

Bricht man die Reihe beim w*®° Gliede ab, so wird der Rest: 

rn= + Un + Un-^1 +" ' ' 

oder: 

^n = + (Un — Wn+1 + W«+2 ) • 

Hierbei ist die Klammer positiv und kleiner als u». Bleibt 
man also bei einem beliebigen Gliede der Reihe stehen, so 
hat der Rest das Vorzeichen des folgenden Gliedes und ist 
absolut kleiner als der absolute Wert dieses Gliedes. 

Beispielsweise hat die Reihe y; — ö"' T' — "4"'*'** 
deren Glieder die der harmonischen Reihe, aber mit abwech- 
selnden Vorzeichen sind, lauter bestandig gegen NuU abnehmende 
Glieder. Sie ist daher konvergent. Bricht man hinter dem 

Gliede H ab, so ist der Fehler, der daduifch entsteht, abso- 

lut kleiner als , ♦ Will man also die Reihe bis auf einen 

w-j- 1 

1 
Fehler von r^ genau summieren, so genügt es 10' — 1 Glieder 

zu summieren. Die Reihe konvergiert also sehr langsam. 

6* 
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§ 5. Tayloisohe Beihe. 

67. Ist f{x) eine ganze rationale Funktion yom Grade 
n — 1^ so kennt man ans der Algebra die Formel: 

Sie drückt f(xQ + h) als Funktion der Werte von f(x) und 
seinen Ableitungen fQr x =^ Xq und als Funktion von h aus. 
Ist aber f(x) keine ganze rationale Funktion n — 1*®^ Grades, 
so kann die vorstehende Formel nicht genau richtig sein. 
Trotzdem giebt das Polynom auf der rechten Seite häufig 
einen angenäherten Wert fiir f(xQ + ä). Wir stellen uns die 
Aufgabe, den Grad dieser Annäherung abzuschätzen. 
Wir setzen daher: 

(1) f(x, + Ä) = fix,) + hf'ix,) + ^ fix,) + ■■■ 

WO die Gröfse B, die der Best der Reihe heifst, dasjenige Glied 
ist, welches man zu dem Polynom rechter Hand hinzufSgen 
mufs, um den genauen Wert von f{x^ + ä) zu erhalten. Es 
ist also: 

B^fix, + h)-f{x,) - hfix,) - . ,. -^-^/-(-«(ar^) . 

Um einen einfacheren Ausdruck für B zu erhalten, setze 
man Xq-\- h = a, also h = a — Xq*^ dann wird: 

R^m-f{x,)-ia-x,)r(x,) ^10rZlfin-i)(^^^y 

Man betrachte die Funktion: 

Fix)=fia)-fix)-(a-x)f'(x) V-ilT^ -'K^); 

die för x = Xq den Wert. von B ergiebt. Es ist F(a) = 0, 
F(xq) = B und, wie man durch Differentiation findet: 

Es genügt also jetzt auf die Formeln zurückzugreifen, die die 
Werte einer Funktion mit denen ihrer Ableitung verknüpfen, 
um Ausdrücke für B zu erhalten. 
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Wir erinnern uns, dafs F{(t) — F(rC()) == (a — x^F'{x^ 
war, wo x^ eine örofse zwischen x^ und a bedeutete. Substi^ 
tuieren wir hierin die Werte, die wir soeben för F{a)y F{x^ 
und F{x^ erhalten haben und ändern das Vorzeichen, so folgt: 



n— 1 



oder, wenn wir x^-^-h für a schreiben und a?! = a?Q + G A 
setzen (0 < 9 < 1) : 

(2) ^° ^^jii',frv ^-n^o + öft). 

Diese Form des Restes verdankt man Cauchy. 
Benutzt man aber die Relation: 

F{a)-F{x,) ^ F'{x,) 

in der fp irgend eine Funktion bedeutet, deren Ableitung im 
Intervalle (a, x^ nicht null wird, so erhält manr 

9 («i) (« — 1)! ' ^ i>^ 

Setzt man g>{x)=^(a — xy, wo i>^l, so wird 
(p(a) = 0, 9(;ro) = (a — x^y, q>\x) = — i)(a — a:)^-^ 
Also folgt durch Substitution: 

^— j>(w-l)! /^ ^^1^ 

Für p^=l findet man hieraus den Gauchyschen Restausdruck 
wieder, fiir p = n erhält man: 

oder, wenn man a = XQ-\-h, Xi^==^ Xq-^ Qh setzt: 

(3) i?=^/t-)(^o + eÄ). 

Diese Form des Restes verdankt man Lagrange*). 

*) Ein anderer Ausdruck ergiebt sich aus der Integrahrechnung; 

a 

setzt man in die Formel F(a) — F{x^) =JF' (x) dx den Wert von F 
ein, so kommt: *« 
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Die Formel (1) heilst die von Taylor; (2) und (3) geben 
das Restglied als Funktion einer unbekannten Grröfse 0^ von 
der man nur weifs, daüs sie zwischen und 1 liegt. 

68. La&t man jetzt n unbegrenzt wachsen^ so kann es 
vorkommen, dafs B null wird. Wenn sich dies ereignet, so 

ist die Reihe fix^), 'hf{x^, ^f'{^(i)7 • • • konvergent und ihre 
Summe ist dann f{x^ + K). Daher kann man schreiben: 

und erhält so f{x^ -^h) m eine Reihe entwickelt, fortschreitend 
nach aufsteigenden Potenzen von ä, die die Taylorsche heifst. 
Damit sie gilt, ist notwendig und hinreichend, dafe lim 2? = 
Wird. 

Man kann sofort sagen, dafs die Taylorsche Reihe auf 
aUe diejenigen Funktionen anwendbar ist, bei denen f^'^^x) 
far aUe Werte x zwischen Xq und Xq-^ h absolut kleiner bleibt 
als eine positive, von n unabhängige Zahl Ä. In der That, 

in 

für solche Funktionen wird |li|< — J., wie der Lagrangesche 
Restausdruck zeifft: — : wird aber null, da die Reihe, deren 

allgemeines Glied — ist, konvergirt. Also ist auch limli=0. 

Daher sind 6*, sin x^ cos x Funktionen, die in eine Taylorsche 
Reihe entwickelbar sind; denn ihre Ableitungen wachsen nicht 
unbegrenzt. 

Man kann die Taylorsche Reihe auch auf solche Funkr 
tionen anwenden, deren w*® Ableitung von der Form u^v ist, 
wo u und V Funktionen von x und n sind, welche fiir alle 
Werte x zwischen Xq und Xq -|- ^ ^^^ ^^ jedes n absolut 
kleiner sind als zwei feste Gröfsen Ä und J?; denn die La- 

grangesche Form des Restes zeigt, dafs dann | B | < — r- JB 
wird und auch diese Gröfse hat den Grenzwert null. 

§ 6. Mao-Laurinsohe Beihe« 

Setzt man in der Taylorschen Formel äTq = 0, Ä = a:, so 
geht sie über in: 
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a?" ...//^^ . . ic"~^ 



und jB hat die Formen: 

Diese Formeln gelten, wenn f(x) alle Ableitungen bis zur 
n^^ Ordnung in dem Intervalle (0,x) besitzt. 

Wenn bei unbegrenzt wachsendem w, lim U = wird, so 
entsteht eine Entwickelung von f{x) nach steigenden Potenzen 
von x: 

welche die Mac-Laurinsche Reihe heifst. 

Die Reihe von Mac-Laurin ist ein Spezialfall von der 
Taylorschen; aber die Taylorsche Reihe läfst sich auch aus der 
von Mac-Laurin ableiten. Setzt man nämlich F(h)=f{xQ'{'h), 
so wird -F^''^(Ä)==/*^"^(a:Q + Ä), und wendet man die Reihe von 
Mac-Laurin auf die Funktion F(h) an, so erhält man die Reihe 
von Taylor. 

§ 7. Entwickelung von e' in eine Beihe. 

70. Die aufeinanderfolgenden Ableitungen der Funktion e' 
sind der Funktion selbst gleich und daher alle endlich; für 
:r = reduzieren sie sich auf 1. Also liefert die Mac-Laurin- 
sche Reihe: 

und der Rest der Reihe wird unter Benutzung der Form von 
Lagrange, wenn man hinter dem n*^^ öliede abbricht: 

} n! 

Bei unbegrenzt wachsendem n wird er in der That null; denn, 

da die Reihe konvergiert, deren allgemeines Glied — ist, so 

ist lim — = (vergl. Nr. 60). e®* ist aber zwischen 1 und c* 

enthalten und daher endlich. Folglich gilt die vorstehende 
Reihenentwickelung für aUe Werte von x. 
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71. Setzt man in der vorigen Formel a;== 1, so erhalt 
man eine numerische Reihe für den Wert von e: 

c = i + n + A + --- 

und der Rest der Reihe wird, wenn man hinter dem n*®° öliede 
abbricht: 

e 

3 ^ , . 

Da e < 3 ist, so hat man i?« < — • Wir können aber 
noch eine engere Eingrenzung für Rn finden. In der That, es ist: 

^'"'^nl'^ (n+1)! '^ (w + 2)! "I 
oder: 

^''~n\l'^ n + 1 "1" (w+l)(n + 2) "I" * *• J' 
also auch, da w+1, n ■+ 2^* - - gröfser als n sind: 

^<i[i+i + i + --']- 

Summiert man die geometrische Progression auf der rechten 
Seite, so wird: 

Dies besagt also, dalB der Fehler, den man macht, wenn 
man die Reihe beim n^^ öliede abbricht, kleiner ist als der 
n — 1*® Teil des zuletzt hingeschriebenen Gliedes. 

Vertauscht man n mit n + 1 und schreibt den Wert von 

-R«+i = i^, so wird: 

6 = 1 + ^ + ^-1 hA + -T-, ^o o<e<i. 

72. Bedient man sich dieser Formel, so kann man zeigen, 
dafs e inkommensurabel ist. In der That, setzt man an, es 

wäre etwa e = — , wo m und n ganze Zahlen sind, so wird: 

^ = 2+1 + . .. + 1+ ' 



2 ! ' * n\ ^ nln 



Multipliziert man mit n! und bringt alle Glieder auf der 
rechten Seite mit Ausnahme des letzten auf die linke, so ent- 
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73 



e 



steht auf dieser Seite eine ganze Zahl^ rechts aber steht — 



n 



Das ist aber unmöglich; denn 6 ist eine Zahl zwischen 

und 1 mit Ausschlufs der Grenzen, also ist auch — gröfser 

als null und kleiner als 1 und keine ganze Zahl. 

Setzt man in der Reihenentwickelung für e* an Stelle von 
X ein icloga, so wird wegen 6*^<>8<» = a* : 

a == 1 -i — 1 ^T— H • 



1! 



2! 



§ 8. Beihenentwiokelung von sin x und oos x, 

73. Setzt man f{x) = sin Xy so werden die Ableitungen 
der Reihe nach: 



cos Xy — sm Xj — cos x^ 



sm a?, • • • ; 



sie wiederholen sich periodisch, es wird: 

f^^\x) = sin :r , /^*»+i)(a:) = cos x, /'(*«+»>(a:) = — sin :r , 

Für ä; = werden sie beziehungsweise: 

0, 1, 0, —1. 

Wendet man^ daher die Taylorsche Formel mit dem La- 
grangesehen Reste an, so findet man, je nach dem Gliede, bei 
dem man stehen bleibt: 



X' 



X' 



smx=x—— + -=-^ 



X 



4«—: 



X' 



(4n — 



^mx = x—- + 



X 



An — 



sm x = X 



3! 



_ 



(4n — 



+ 



sm^r 



X 



- + 

3! ' 



+ 



+ 



X 



,4«+ 



(4n + 



X 



4«+ 



(4n + 



X 



An 



) ! •" (4n) ! 



sin QXy 



.4n+l 



\i + 71 r-TT7 cos Qx, 

) ! ' (4 « + 1) ! ^ 

)!-(4¥+2ri''^^^' 



X 



,4n-|-3 



)I (4n+3)! 



cos9ic. 



Unter welcher Form man den Rest auch betrachten mag, 
er wird null mit unbegrenzt wachsendem n und daher wird: 



smx = X 






X' 



+ h 



5! 



x^ 

71 



+ 
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Nimmt man < a; < — an, so ist auch dx zwischen diesen 

Grenzen enthalten und sin 6 a? und cos Qx werden positiv. 
Hieraus schliefst man, dafs, wenn man in der Reihe für sin x 
mit dem Gliede rc*'»— ^ aufhört, man einen positiven Rest be- 
kommt, wenn man dagegen mit dem Gliede ir**»+^ aufhört, 
einen negativen. Das Resultat ist also das eine Mal kleiner, 
das andere Mal gröfser als sin x. Daher hat man die Un- 
gleichungen: 

smx<x, smx> X —3], sin o? <a: — g-| + g-j, ••• 

(o<.<f). 

74. Setzt man f(x)=cosXj so findet man in ähnlicher Weise: 
fi^n){x) = cos 37, /*(**+ 1> (a?) = — sinic 
^(4«+2)(^) = — cosar, /•<^~+8)(a:) = sinar. 
Diese Werte reduzieren sich für x = bezw. auf: 

1, 0, —1, 0. 

Wendet man daher die Mac-Laurinsche Formel mit dem 
Lagrangeschen Reste an, so findet man je nach dem Gliede, 
bei welchem man stehen bleibt: 

— in + 77 TTr^Ti — 71 r-rnsmea;, 

2! ' 4! ' (4w)! (4n + l)! ' 

cosa? == 1 — ^ + ••• +77-T"i — 71 r-sr;<50SÖa?, 

2 ! ' ' (4 w) ! (4 w -(- 2) ! ' 

COSr.= l-^+... - (4n+2)! + (4n+3)! "^Q^^ 

COS.; =1 -- + ... - (4^_^2)! + (4n+4)! ^^^^^' 

Unter welcher Form man auch den Rest bildet, sein Grenz- 
wert wird null, wenn n unendlich grofs wird, also wird: 

/»•■ />»4 /m6 

Ist < a? < -^ und bricht man die Reihe hinter der Po- 

tenz a^ ab, so ist der Rest negativ oder positiv, je nachdem n 
durch vier geteilt den Rest oder 2 läfst. Daher wird: 

cosaj<l, cosar>l— ^^, cosa?<l — ^ + ^,-- (o<it;<YJ- 



Von den Reihen. 75 

§ 9. Binomischer Satz. 

75. Es ist (a + 6)"» = a"» (l + -^)"*. Setzt man ^ = x, 

so wird der zweite Paktor (1 + ^)"*- Dieser ist es, den wir 
nach steigenden Potenzen von x entwickeln wollen. 
Man setze daher f(x) = (1 -j- x)^, dann wird 

f(x) = w(l + rr)'""S r(x) = m(m — 1)(1 + x)'^'-\ 

und allgemein: 

/•(») (a:) = m (m — 1) • • • (m — w + 1) (1 + a?)» 

Daher giebt die Formel von Mac-Laurin: 



\m — n 



(1) 



■ m(OT — 1) •••(<» — w + 2) ^,_, , p 
i (» — !)! ^ "T"-"' 



Der Best ü, wird unter der Form ron Lagrange: 
(2) Bn = "»("»-1) ••^("'- ** + ^) a;»(i + ea?)-»-» 

und unter der von Cauchy: 

Ist w eine ganze positive Zahl, so wird der Rest null, 
wenn man n== m -{-1 setzt und man erhält den binomischen 
Satz fQr einen ganzen positiven Exponenten, den man bereits 
von der Algebra her kennt. Ist m keine ganze positive Zahl, 
so geht die Reihe, deren erste Glieder in Formel (1) hinge- 
schrieben sind, bis ins Unendliche. In ihr wird das Verhältnis 
des n + 1*®** Gliedes zum n*®° gleich 

m — n + l /w + 1 ^\ 

! — X = ( — ' l]x. 

n \ n / 

Mit unbegrenzt wachsendem n wird sein Grenzwert — x, Ist 
daher |a:|>l, so divergiert die Reihe und der Grenzwert 
von Rn kann nicht null sein. Ist | ^ | < 1 , so ist die Reihe 
konvergent; überdies wird lim jBn=0, wie wir jetzt zeigen 
werden. 

Aus der Konvergenz der Reihe für | o? f < 1 schliefsen 
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wir zunächst^ dais ihr allgemeines Glied den Grenzwert null 
haty es ist also: 

welches auch der Wert von m sein mag. Vertauscht man m 
mit w — 1, so wird: 

(n — 1)1 
Nunmehr kann man schreiben Rn=AJSCj indem man 

setzt: 

_ (w-l)(m-2)-..(m>-n + l) 
^"" (n-l)l ^ > 

B = wa;(l + ea:)«»-i und C=(^^)""\ 

J. hat den Grenzwert null, wie wir soeben gesehen haben, 
mx ist konstant und (1 -}- Oa?)*"""^ ist zwischen den festen 
Grenzen 1 und (1 + i^)"*~^ enthalten. Also ist auch B in 
konstanten Grenzen eingeschlossen. Endlich ist G kleiner als 1, 
sobald I a; I < 1 ist; denn in diesem Falle ist 1 — G< 1 + 6a?. 
Also ist lim JB„ = 0, sobald | a? | < 1. 

Mithin erhält man für alle x, deren Betrag kleiner als 1 
ist, die Entwickelung: 

/i I \«» i I , w(w — 1) 9 I mim — l)(m — 2) « , 

(1 +a?)"»= 1 + mx'\ ^-^l — ^^ H — ^ 3T -a?^ + v. 

Erteilt man m verschiedene Werte, so entstehen die 
Formeln: 

_ j-i * ^ 1 lo 1*8 j. l'3'6>i 

Vl-^=l-Y^-2:4^-2T4:6^-2T4:6TB^ 

■* ^ 1 1 1 • 3 tt 1 • 3 • 5 • 1 1 • 3 • 5 • 7 _^ 



yj-jT^ 2 •2-4 2-46 '2-4-6-8 

Diese Formeln können dazu dienen, die Wurzeln aus Zahlen 
zu berechnen. So ist 



Es 



]/5 = |/4+T = 2"|/l + -^. 
genügt, 1/l + x ^ ©iß® Reihe zu entwickeln. Diese. 
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Reihen konvergieren rasch, wenn der echte Bruch x hinreichend 
klein ist. 

76. Es bleiben noch die Fälle o? = + 1 zu studieren. 
Zu diesem Ende schicken wir voran, dafs der Ausdruck 

p _ a(a + l) ••' (g + n — 1) 

in dem a und 6 konstante Zahlen bedeuten, die weder ganz 

und negativ, noch null sind, für w = cx) unendlich grofs wird, 

sobald a > J , und null wird, wenn a < 6. Für a = 6 hat er 

beständig den Wert 1. 

Nehmen wir zunächst an, es sei a > 6 und 6 > ; dann 

wird: 

a 1 i_^ — ^ a-f-1 1 j_ ^ — ^ o + w — 1 1 I a — h 

ir~"^ + "T~' h + i~ '^h + l^ "' 6 + n— 1~ ""fe+n— 1 

und daher: 

Der zweite Summand einer jeden Klammer ist positiv. Führt 
man die Multiplikation aus, so erhält man: 

Aber die Glieder in der Klammer sind die ersten Glieder 
einer divergenten Reihe, also wird diese für n = oo selbst un- 
endlich imd Gleiches gilt daher von P«. 

Ist wiederum a>h y aber fe < , so nehme man irgend 

eine ganze Zahl m, für welche h -{- m>0 wird, und setze 

a + m = a', b-^m = b\ Nimmt man w>m und setzt 

n — m = w', so wird: 

p a{a+i) '•' (g + w — ij g^(g^ + l) ••- (a'+n' — 1) 

** ~ 6 (6 + 1) • • . (6 + m — 1) * 6' (&' + 1) • • . (6' + w' — 1) ' 

Der erste Faktor rechter Hand ist eine endliche, von null 
verschiedene Gröfse; denn a und b sind nicht null oder nega- 
tive ganze Zahlen. Der zweite Faktor wird mit wachsendem w, 
also auch w' unendlich grofs; denn es ist a > b\ Also ist 
lim P„ = CX). 

Man nehme jetzt a < 6 an; dann wird: 

1 _ -b^b + l) '--{h+n — l) 
P^ a{a-{-l) ' • ' (a-{-n — 1) 
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und da 6 > a ist, so wächst dieser Ausdruck unbegrenzt, also 
wird lim P« = 0. 

Ist a = i , so wird P„ := 1. 

77. Wir setzen nunmehr in der Binomialformel 5;= + 1. 
Der Rest wird dann in der Lagrangeschen Form: 

R, = «>('^-i)--J"'-*'+^) (i + e)»- 

oder: 

2J» =» (- 1)« (-»»)(l-m)^-(n-l-m) ^^ _^ ^^„_ 

und der Faktor (1 + 8)»—"» ist kleiner als 1, wenn w > w ist. 

Der Faktor ^""^^ ^ , ^^^ entsteht aus P», indem 

man a = — m, 6 = 1 setzt; daher wird er null, wenn 
— w < 1 oder w > — 1 ist. In diesem Falle wird daher 
auch lim jß» = und man erhält: 

für jedes w > — 1. 

Setzt man m = — 1 , so entsteht die divergente Reihe 
1 — 1 + 1 — l~f""*5 is* m<C — 1, so wird das allgemeine 
Glied der Reihe: 

m (m — 1) • • • (w — w + 1) i_ ( — wi) (1 — w) (2 — m) • • • (n — 1 — m) 

n\ ~ — n\ 

Dies wächst, absolut genommen, mit wachsendem n nach dem 
Gesagten über jede Grenze, also divergiert die Reihe (Nr. 55). 

78. Setzt man endlich in der Binomialformel x =^ — 1 , 
so wird die Reihe: 1 — -\ ^-r-j — - — • • • . Daher wird: 

^ m m — 1 

55, — i — Y— j— 

m — 1 ^^m{m — 1) (m — l)(m — 2) 

^8— ^"^ 2 ~ 2 

(m— l)(wi— 2) w(w — l)(w — 2) (m— l)(w— 2)(w--3) 

^* 2 3"! 3 1 

_/ 1 ^n (w— l)(m— 2) • . . (m— n+2) , ^ i ^^^ n^w— 1) • • - (w— n+2) 

«~— V ^; (Sr:r2)! T^ J-;. (n-i)! 

_r_lV+i (w— 1) (W--2) • • • (m-n+l) 
"'^ ^^ ' (w— 1)! 
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Aus diesem Ausdrucke von Sn kann man leieht seinen Grenz- 
wert für w = cx) ableiten. In der That kann man schreiben: 

(1 — w) (2 — m) . . . (n — 1 — m) 

^^ ~ '. (n-1)! 

Nach dem Bewiesenen ist aber lim Sn = 0, wenn 1 — w < 1 
oder m > ist. Man hat daher: 

Q = i — n+ 2! — ' •> ^>ö- 

Diese Formel stimmt mit der Binomialformel für x = — 1 
imd für positives m überein. Ist dagegen m < 0, so wird 
Sn mit wachsendem n unendlich grofs und die Reihe diver- 
giert. Die Binomialformel andererseits reduziert sich für 
X = — 1 und negatives m auf 0"* =? cx). Ist endlich m = 0, 
so nimmt das Binom die nichtssagende Form 0^ an, während 
sich die Reihe auf ihr erstes Glied 1 reduziert. 

Zusammenfassend können wir sagen^ dafs der binomische 
Satz bei | a; | < 1 für jedes (reelle) m gilt; ist aber x = 1, so 
gilt er für m > — 1, ist a; = — 1, so gilt er für m > und 
nur in diesen Fällen. 

§ 10. Beihenentwickelung von log (1 -}- x), Formeln zur 

Berechnung der Logarithmen. 

79. Man setze f(x) == log (1 -{- x)] dann ist: 

fix) = (1 + aj)-S r\x) = - (1 + x)->, . . . 
f(n)(x) == (— 1)— 1 (« — 1)! (1 + a;)— ; 

daher wird: 

AO)=o, r(0)=i, r(0)=-i,---f'KO)=(-iy-^.(n-i)i 

Setzt man dies in die Mac-Laurinsche Formel ein^ so kommt: 
(1) log(l + a;)-=a:-^ + ^— .. + (-l)«-^g + iJ.. 
jRn kann man die zwei Formen geben: 

(2) B, = (_l)n-lJ(l + 0^)-« 

oder: 

(3) Bn = (- ly-^x" (1 — e)— 1 (1 + ex)-'. 



80 Drittes Kapitel. 

Die Reihe^ deren erste Glieder in Formel (1) au^esehrieben 

sind^ ist divergent für | o; { > 1 ; denn das Verhältnis zweier 

^ /j." — 1 ^ \ 

aufeinander folgender Glieder H i A -■ = x er- 

^5 — n ' n — 1 n 

hält flir w = oo den Grenzwert — ^ x, Ist also | ä? | > 1, so 

kann die Reihe den Logarithmus nicht darstellen. 

Ist X positiv^ aber kleiner als 1^ und nimmt man den 
Rest in der Form (2), so ist 1 + öri:> 1 und daher (1 + eic)-*< 1. 

Der erste Faktor — hat die Grenze 0: denn x'^ hat die Grenze 0, 

und der Nenner wird unendlich grofs. Daher ist lim JR^ = 
und es wird für a? > 1: 

/K SC^ SC 

log (1 + ^) = ^ — y + -3- — -4 H • 



Dieselbe Formel bleibt auch für x = \ bestehen; denn 
in diesem Falle wird jR^ =r + — (1 + e)~"*. Der zweite Faktor 

ist wieder kleiner als 1, während der erste — die Grenze null 
hat. Also folgt: 

(4) log2=l-| + |-4- + ... 

als Simime der harmonischen Reihe mit alternierenden Vor^ 
zeichen. Sie konvergiert sehr langsam. 

Ist nunmehr x negativ, aber absolut kleiner als 1, so 
giebt die zweite Form des Restes: 

^^ — ± i + ea; Vl + ea;/ * 
a;*» hat den Grenzwert 0, . , , ist kleiner als -r-, — und daher 
endlich; ( ^ t g^ ) ist kleiner als 1; also wird lim U„ = 0. 
Macht man ä? = — 1, so erhält man die Reihe: 

_1_1_Jl_ 

2 3 * '? 

welche divergiert. Andererseits wird aus log (1 + ^)- 

log (1 — 1) = log = — cx). 
Zusammenfassend können wir sagen: 
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Die Formel: 

(5) log(l+;r) = ^-|' + f' 

besteht für jedes x, dessen Betrag kleiner als 1 ist und für 
X =1. 

80. Vertauscht man in der letzten Formel x mit — x^ so 
erMlt man: 

(6) \og(l-x) = -x-^-^ . 



Subtrahiert man diese von der vorigen, so heben sich die 
geraden Potenzen von x fort, während die ungeraden Potenzen 
sich verdoppeln; also wird; 

(7) log(l+a;)-log(l-;r) = logi±J^ 

= 2(^ + T + ? + --)' I^Ki- 

Setzt man: 

l-\-x . ^ , h z-\-h 

1 — X '^ z z ' 

so wird X = , , • x ist gewifs positiv und kleiner als 1, 

wenn h und z positive Gröfsen sind. Substituiert man diesen 
Ausdruck fOr x in (7), so wird: 

(8) log(^+Ä)-log^=2 (^ + 5(2^ + 5^2]^ + •••)• 

Durch passende Wahl von z und h kann man hieraus die 
Logarithmen aller natürlichen Zahlen bestimmen. 

Setzt man in (8) z. B. j» = 1, ä = 1, so findet man: 

log 2 = 41 + 3^ + 5^ + 7^ + • • •] , 

eine schnell konvergierende Reihe. Durch Berechnung einer 
hinreichenden Zahl von Gliedern findet man: 

log 2 = 0,69314 718 ... . 
Setzt man in derselben Formel j? = 4, ä = 1, so erhält man: 

log 5 = log 4 + 2 [| + 3^ + ^ + • . •] . 

Nun ist log 4 = 2 log 2 bekannt und die Reihe [ ] konver- 
giert sehr rasch; man kann daher leicht log 5 berechnen. Hat 

Genocohi-Peano, Diff.- u. Integral-Bechnnng. 6 
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man diesen gefunden, so erluQt man log 10 = log 5 -f- log 2 

lind bekommt: 

* log 10 == 2,30258 509 ... . 

Diese Zahl wird uns bald nützlich sein. 

Mau erkennt, dafs man auf diese Weise die Logarithmen 
aller Primzahlen finden kann. In der Praxis bedient man sich 
noch einiger Kunstgriffe, um die Konvergenz der zu berech- 
nenden Reihen noch zu • verstärken. Um beispielsweise log 7 
zu finden, kann man so verfahren: Man setze in Formel (8) 
;8? = 49 = 7« und Ä=l, dann wird ;8? + Ä = 50 = 2 • 5» 
und daher: 

log2 + 21og5-21og7 = 2[^ + ^. + ^. + ---]- 

Diese Reihe liefert log 7 mit Hülfe von log 2 und log 5; sie 
konvergiert sehr rasch. 

81. Die vorstehenden Ponneln dienen zur Berechnung der 
natürlichen Logarithmen, aus ihnen kann man die Logarithmen 
mit beliebiger Basis ableiten. 

In der That, es sei y eine gegebene Zahl, x sei ihr natür- 
licher Logarithmus, x' der mit der Basis a. Dann ist: 

e« = a*' = 2/ 

und daher, wenn man die Logarithmen mit irgend einer Basis 

nimmt: 

X Log e = x' Log a. 
Also wird: 

Loge ^ al r.^ ^ ^ 

X = X f = X • ^JjOff e = T 

Log a ^ log a 

Man erhält also den Logarithmus einer beliebigen Zahl 
in Bezug auf die Basis a, indem man den natürlichen Loga- 
rithmus derselben Zahl mit einem konstanten Faktor multi- 
pliziert, welcher der Modul des Logarithmensystems mit der 
Basis a heifst. Dieser ist sowohl gleich dem Logarithmus mit 
der Basis a von der Zahl e, als auch der reziproke Wert des 
natürlichen Logarithmus von der Basiszahl a. 

Der Modul der dekadischen Logarithmen ist daher 



10 
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Bezeichnet man ihn durch M, so hat man: 

M= r-^ = o Jo = 0,43429 448 -. . 

log 10 2,302 . . . ' 

Statt zuerst die natürlichen Logarithmen :^u berechnen^ 
um daraus durch Multiplikation mit dem Modul des Systemes 
die Logarithmen in einer beliebigen Basis zu erhalten^ kann 
man diese auch direkt aus Reihenentwickelungen ableiten^ 
welche die Logarithmen in der gewünschten Basis geben. Li 
der That, multipliziert man z. B. die Formel (8) mit M und 
beachtet^ dafs J(f log x = Log x ist^ so erhält man: 

Log (jS? + A) — Log = 

- äjf [uV»+i(iJTj)'+T(äiy+-]- 

§ 11. Beihenentwickelung von aro tang x. 

82. Man setze f{x) = arc tg a:; dann wird: 

das Bildungsgesetz der aufeinanderfolgenden Ableitungen ist 
kein einfaches (vergl. Nr. 49, üb. 21). 

Will man gleichwohl die Reihenentwickelung für arctgrr 
erhalten, so kann man, wie folgt, verfahren. Es ist: 

Setzt man daher 

arctga: = x-^ + ^ — •• + (-l)-^^ + (-l)»i2(:r), 

SO wird die Funktion B{x) null fOr ic == 0, wenn man för 
arctg^ den kleinsten Bogen nimmt, dessen Tangens x ist. 
Die Ableitung wird: 

^ ^ 1 + ^ 

Setzt man nun in der Formel: 

B{x) — B{0) B'{Qx) 

(p(x) — (p{Oy <p\Qx) 

die Funktion q>(x) = ^ , ^ , so wird q>Xx) = ä?^", ü(0) = 0, 
q)(P) = und daher: 

■^W— 2n+l l+(ea:)«*(0a;)«« ~2n+l l+d^x*> v^ u ^ i. 

6* 
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X 



Nun ist aber für | a; 1 < 1 der Grenzwert von r — rr null: 

, , g hingegen ist immer kleiner als 1. Daher ist lim B(x)=0 

und: 

arc tang iz; = y — y + ^ , \x\<l. 

Die Reihe gilt auch noch für x = 1 und giebt dann: 

Dies ist eine Reihe zur Berechnung von jr, die aber sehr 
langsam konvergiert. 

Die obige Reihe für arc tang x ist divergent, wenn x = — l 
und wenn | a; | > 1 ist. 

83. Durch passende Kunstgriffe kann man Reihen fiir 7t 
bestimmen, die sehr bequem zur Rechnung sind. Zu bemerken 
ist die folgende, die man Machin verdankt. 

Setzt man a = arc tang — , so erhält man: 
_£ _ Ji , 1 1 , 

^~ 5 368 ' öö« 76'' • 

Wegen tang a = -g- hat man tang 2a = ^_ , g = jx 
und tang 4a = jr^ • Also ist tang 4a > 1 und 4a > -j- • 
Setzt man 4a — -j- = Ä^ so wird: 

»'« »^ l_^ tang 4a 239 

und daher 

A = arc tang — = — — — _- + 



289 239 3 • 239» ^ 5 • 239* 

Da nun — = 4a — Ä ist, so hat man schlieMich: 

«_4r- L_ . -^-...i-r^^ —+— 1- 

4 Lö 3-6»~5.6* J 1239 3-2398 " 5 -.239* J 

Diese Reihen konvergieren sehr rasch. 

§ 12. Interpolation. 

84. Es sei f(x) eine gegebene Punktion von x^ und es 
seien a^i, ir^, x^, • ' - verschiedene Werte, welche man der Ver- 
änderlichen erteilen kann. Man nennt interpolierende Funktionen 
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erster, zweiter, dritter, • • • Ordnung die Ausdrücke f{x-^y x^\ 
f{x^y x^j rTj), f{x^y x^,x^,x^y • • •, welche durch die Gleichungen 
definiert sind: 

f(x,,x^) = ' _^ * > 



•*'j •»'8 

/ ^•*'i; *^a; •*'87 «^^a; — ^ _ ^ 



x^ x^ 



Die interpolierende Funktion w*®' Ordnung hängt von w + 1 
Teränderlichen ab. 

Man kann schreiben: 

I \ 1 ^ a/ /Vi ^__ «• I /»• _^_ /j» 

1 S 1 1 

und daher auch: 



/■(^i,^s)=:/^V + 



Xi Xi^ x^ x^ 

Subtrahiert man und beachtet, dais 

1 1 x^ — x^ 



X^ X^ X^ äJj (ÄJj X^j {X^ X^j 

ist, so erhält man: 

f(iPi, iCJ — f(x., X.) = / ^ ^^ ^ ' ^ H ^-^^^^^ LXAl^ . 

Dividiert man durch x^ — x^j so entsteht: 

(^1 ^1) (^1 ^a) (^8 ^1) (^« ^) (^8 •^1) (^a ^8/ 

und ähnlich kann man die interpolierende Funktion n — 1*®' 
Ordnung unter die Form bringen: 

f{x^, X,'' Xn) = ^x,-X,){x,-^Ji)^^.(x,--xj + 

J A?8) I L ^^^«^ 



(Xt—Xi){X^—X^)---(Xt~xJ ' ' K—^l)(^n — ^i)'-<^n-'^n-l) 

Diese Formel ist bereits für die Fälle w = 2 und w == 3 
erwiesen. Nimmt man an, dafs sie für einen bestimmten Wert 
von n gilt, so kann man hieraus leicht auch auf ihre Richtig- 
keit für w + 1 schliefsen; damit hat man dann ihre Allgemein- 
gültigkeit dargethan. 
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Aus der letzten Formel folgert man, dafs eine inter- 
polierende Punktion eine symmetrische Punktion der Verandea*- 
lichen ist, von denen sie abhängt. 

85. Man lernt in der Algebra eine ganze rationale Punk- 
tion F(x) vom n — 1*®** Grade bilden, welche für n gegebene 
Werte x^y x^y - ' - Xn auch, n gegebene Werte annimmt, näm- 
lich diejenigen Werte f{x^, fi^i)) ' * ' fi^n)) welche irgend 
eine andere Punktion f(x) an diesen Stellen. hat. Dieses Po- 
lynom läfst sich durch die interpolierenden Punktionen aus- 
drücken. In der That, ist F(xi) = f(x^)y so wird die Punktion 

F{x) — fipi^i), da sie fiir x = x^^ verschwindet, teilbar durch 

F(x) f(x ) 

X — x^. Setzt man daher F^^ (x) = — ^ _ ^^ *^ , so wird J^ (x) 

eine ganze Punktion vom Grade n — 2. Setzt man in ihr 
X = x^, Xj^y "• Xnj so wird F{x^ = f{x^, • • . F{xr) = f{x^ 
und daher ninunt an diesen Stellen F^(x), die Werte an: 

Überdies folgt aus der Gleichung, welche Fj^(x) definiert: 

(1) F(x) = fix,) -{- (x - X,) . F,(x). 

Auf das Polynom n '-— 2^^ Grades F^(x)y dessen Werte man 
für n — 1 Werte der Veränderlichen kennt, kann man die- 
selben Schlüsse anwenden, wie vorher auf F{x), Setzt man 
daher: 

so wird F^(x) eine ganze rationale Punktion vom Grade 
n — 3, welche für x = x^j x^, • • • Xn beziehentlich die Werte 
f{^iy ^2? ^s)? * * * f{^\j ^2? ^n) annimmt und man erhält: 

(2) F^{x) = f{x^y x^) + {x — x^)F^(x), 
Pährt man so fort, so erhält man eine neue Gleichung: 

(3) F^{x) = f{x^y x^y x^) + (a? — x^) F^{x) 



Schliefslich bekommen wir eine Punktion Fn—^{x) ersten Grades^ 
welche für x = Xn-~i und Xn die Werte annimmt 

f{x^y X^y ''' Xn-'iy Xn--^ UUd f{x^, X^y • • • Xn-'iy Xn). 
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Daher können wir setzen: 

WO Fn-^i{x) eine Eonstante ist^ deren Wert sich aus der 
letzten Gleichung ergiebt, wenn man in ihr x = Xn setzt; 
es wird 

Setzt man jetzt in die Formel (1) fiir F^ (x) seinen Wert 
aus (2), ftlr F^ (x) seinen Wert aus (3) u. s. w., so findet man 

F{x)=f{x;) + {x—x;)f{x^,x;) + {x—x^){x-x^)f{x^,x^^^^^ 

-\'{x — X^{x — X^-"{x^Xn--i)f{x^jX^,"'X^. 

Auf diese Weise hat man durch die interpolierenden Funk- 
tionen diejenige ganze rationale Funktion n — 1*®*^ Grades 
von X ausgedrückt, welche an den Stellen x^y x^, • - • Xn die 
Werte f{x^, f{^t)y ' * " f{^n) anninunt. Die vorstehende Formel 
heifst die Newtonsche Interpolationsformel. Da man nur ein 
einziges Polynom n — 1*®** Grades bilden kann, welches an n 
verschiedenen Stellen n gegebene Werte annimmt, so kann 
sich diese Formel von der Lagrangeschen Interpolationsformel 
nicht unterscheiden. 

86. Nach einer Formel der Differentialrechnung hat man: 

wo u ein Wert zwischen x^ und x^ ist. Dabei ist voraus- 
gesetzt, dafs f{x) für alle Werte x in dein Intervalle x^, x^ 
eine bestimmte endliche Ableitung besitzt. Eine ähnliche 
Formel besteht für die interpolierenden Funktionen von be- 
liebig hoher Ordnung. 

Man nehme an, dafs für alle Werte x eines bestinunten 
Intervalles f{x) nebst seinen Ableitungen bis zur n — 1*®^ Ord- 
nung bestimmte endliche Werte besitzt, x^j x^y * - - Xn seien 
Werte in jenem Intervalle und man betrachte die Funktion 

^{x) = f{x)-F{x), 

WO F{x) die frühere Bedeutung hat. Dann besitzt (p(x) 
ebenfalls alle Ableitungen bis zur n — 1*®° Ordnung. Diese 
Funktion verschwindet für x = x^y x^, - • - Xn'^ daher ver- 
schwindet ihre Ableitung (p\x) nach einem bekannten Satze 
für einen Wert x zwischen x^ und x^, fiir einen andern Wert 
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zwischen x^ und x^y u. s. w. Zur Fixierung der Ideen ist dabei 
angenommen, dafs aj^ < ä?^ < äTj • • • < iCn ist; in jedem Falle 
aber verschwindet q>Xx) mindestens n — Imal in dem Inter- 
valle, das von dem kleinsten und gröfsten der Werte x^^x^-'-Xn 
begrenzt ist. Aus demselben Grunde verschwindet (p'\x) für 
n — 2 Werte in jenem Intervalle; schliefslich verschwindet die 
Ableitung n — 1*®' Ordnung für einen bestimmten Wert u des 
Intervalles. Es ist aber: 

Durch Differentiation von F(x) folgt aber: 

JP'(n-l)(^) = (n - 1)! f(x,, ^, . . . Xn). 

Also ist: 

<jp(»-i)(^) = fin-i)(oc) — (n - 1)! f(x,, a?2 • • • Xn). 
Setzt man x = u^ so erhalt man: 

g)(«-l)(w) = /X«-l)(w) - (W - 1)! f{Xi, X^'"Xn) = 0. 

Also wird: 

f{x^,X^"'Xn)^ (n-1)! 

Diese Formel drückt die interpolierende Funktion der Ordnung 
n — 1 durch die Ableitung derselben Ordnung aus; das Argu- 
ment dieser Ableitung ist dabei ein Mittelwert der Veränder- 
lichen, welcher zwischen den gegebenen Werten von x liegt. 

Ist die n — 1*® Ableitung stetig, so lasse man x^jX^-'-Xn 
gegen den nämlichen Wert x^ konvergieren, alsdann konver- 
giert auch u gegen Xq und es wird: 

lim/X«-i)(M) = /t«-i>(a;J 
oder: 

87. Die Funktion q^{x) = f{x) — F{x) stellt den Fehler 
dar, den man begeht, wenn man an Stelle der Funktion f{x) 
das Polynom F{x) setzt; sie läfst sich durch die interpolierenden 
Funktionen ausdrücken. In der That, das Polynom n^^ Grades, 
welches für die w + 1 Werte x^^ x^ - - ' Xn, Xq dieselben Werte 
f(x) annimmt, ist 

f(x^) + (x--X^)f{x^,X^) + -' + (x—Xj)'''(x--Xn-l)f(Xi,X^-'Xn)--{' 

+ (x—X^y"(x — Xn)f{Xj^yX^'"Xn,XQ), 
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Setzt man hierin x = x^j so wird sein Wert f{x^. Vertauscht 
man sodann x^ mit x^ so erhält man: 

f{^) = /*(^i) + (« — ^i) /"(^n ^2) + 

Y{X — X^'"(X — Xn-x) f{x^, Ä?a • • • iTn) + 

+ {X — X^"'{X — Xn) f{x^y X^" Xn, x)', 

daher wird: 

q>{x) = {x — x^"{x — x^ f{x^, X^" Xn, x) 

oder auch: 

/<">(ti) 



fp(x) ==^(X — Xi)'"(x — Xn) 



ni 



f ? 



WO u ein Mittelwert zwischen x^^ x^ - - - Xn, x ist. 

Setzt man daher in f{x) = F{x)'\-q>{x) für F{x) und 
q>{x) ihre Werte, so erhält man: 

/"(«) = /*(^i) + (^—^1) A^i, ^2) + (^—^1) (^—^2) f{^v ^2; ^s) + 

f- (^ — ^1) • • • (ä? — ÄJn-l) /*(i2;i,iC2 -'Xr) + 

+ (^ — «1) (^ — ÄJg) • • • (a: — ^^) ^-^ . 

Diese Formel zeigt viele Analogie mit der durch den 
Lagrangeschen ßestausdruck yervollständigten Taylorschen 
Formel. 

§ 13. Anwendungen der InterpolationBfoTmeln. 

88. Sind die Werte einer Funktion f{pc) berechnet, welche 
Äwei sehr aneinander liegenden Werten x^x^ entsprechen, so be- 
stimmt man manchmal den Funktionswert, der einem Werte 
X zwischen x^ und x^ entspricht, indem man anninunt, dafs 
die Zuwüchse der Funktion den Zuwüchsen der Veränderlichen 
proportional sind; man stellt also die Proportion auf 

f{x) ^ fix,) _ f{x,) - fix,) 

und schliefst aus ihr: 

f{x) = f(x,) + (^ - X,) ^-^^E:^ 

oder: 

f(^) = fi^i) + (^ — ^1) fi^i ^2)- 

Diese Annahme ist im allgemeinen nicht streng; denn wäre 
sie richtig, so würde f(x) eine Funktion ersten Grades von x. 
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Indem man daher für f{x) den Wert nimmt^ der durch die 
fragliche Formel gegeben wird, begeht man einen Fehler, den 
wir abschätzen wollen. 

Nimmt man die Newtonsche Interpolationsformel mit dem 
Restgliede, so hat man: 

/'(^)=/*(^l) + (^ — ^l)/'(^1^2) + (^ — ^l)(^ — ^2)/'(^1^2^3) 

oder: 

f{x)=f{x^) + {x — x;)f{x^x;) + {x — x^) {x — x^) ^, 

wo u ein Mittelwert zwischen x^ und X2 ist. Der Fehler wird 
durch das dritte Glied der rechten Seite dargestellt. 

Wir wollen dieses Resultat auf die Interpolation der 
dekadischen Logarithmen anwenden. Es seien die Logarithmen 
der Basis 10 von allen ganzen Zahlen zwischen 1000 und 
10000 berechnet und tabuliert; dann kann man die Aufsuchung 
des Logarithmus einer beliebigen Zahl immer zurückfahren 
auf die Aufsuchung des Logarithmus einer Zahl x zwischen 
denselben Grenzen. Es sei x zwischen den ganzen Zahlen N 
und N -j^ 1 enthalten; man bestimme Log;r, indem man die 
Interpolationstafeln anwendet, welche soeben unter der Voraus- 
setzung berechnet sind, dafs die Zuwüchse der Funktion denen 
der Veränderlichen proportional sind. Man begeht dadurch 
einen Fehler, welchen man aus der Formel erhält: 

s = (x — x^) {x — x^) ^ , 

indem man in ihr x^ = Ny a^g = ^+ 1, f(x) = Log x =^ Jf log a?, 

r(x) = ^,r(x) = -^ setzt. 

Substituiert man noch x = N -\- h, wo 0<ä<1 ist, 
so wird: 

Nun ist das Produkt ä (1 — h) als Produkt von zwei posi^ 
tiven Gröfsen, deren Summe 1 ist, ein Maximum, wenn beide 

Faktoren einander gleich sind, also für ä = — • Folglich ist 
Ä(l-Ä)<^, Jf=j^ = 2;^.<|, w>1000, also 
ii < Jömm • ^^^^^^ folgt; <iafs: 
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£< .. .^^^^^ < 



16 • 1 000 000 ^ 10 000 000 

ist. Der .Fehler, den man bei Anwendung der Interpolations- 
tafeln begeht, ist also immer positiv und kleiner als eine Ein- 
heit der siebenten Dezimale. 

89. In ähnlicher Weise kann man den Fehler abschätzen, 
den man bei Benutzung der regula falsi begeht, wenn man die 
Wurzeln der numerischen Gleichungen, mögen diese algebraisch 
oder transcedent sein^ näherungsweise berechnet. 

Es sei f{x) = die vorgelegte Gleichung und es sei f(x) 
eine stetige Funktion mit bestimmten endlichen Ableitungen. 
Es seien a und b zwei sehr nahe aneinander liegende Werte 
und so beschaffen, dafs f(a) und f(b) enigegengesetztes Vor- 
zeichen haben; dann liegt zwischen a und b eine Wurzel der 
Gleichung. Die regula falsi lehrt eine Gröfse y so zu be- 
stimmen, dafs: 

y— « ^ f{ä) 
. .y-2> f(P) 

wird. Dann ist y = f/ sZ^/ft^ ®^ Näherungswert der ge- 
suchten Wurzel. 

Um den Grad dieser Annäherung zu erkennen, benutze 
man die Formel: 

. f(^) = /"(») + (^ — «) M *) + (^ — ») (^ — *) /*(«. *; ^)- 

Nimmt man nun an, dafs x die zwischen a und b enthaltene 
Wurzel der Gleichung ist, so wird f(x) = 0, also: 

== f(a) -i- (x — a) f{ay b) -\- {x — a) (x — b) f(a, 6, x)j 

Hieraus, schliefst man, daSa: 

f{a) + (a; - g) (a; — h) f(a, b, x) 

oder: 

ist. Aber man hat: 

fia) hm - am 

oder: 



" f(fl,v)— m~m ~^ 
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Also ist der Fehler €, den man bei Anwendung der regula 
falsi begeht^ gegeben durch den Ausdruck: 

Dieser Fehler ist durch die Unbekannte x ausgedrückt und 
daher unbekannt. Beachtet man jedoch, dafs x zwischen a 
und b enthalten ist, so erhält man: 

\(x-a){x-b)\<^^^ und f(a,b,x) = f^, 

wo u ebenfalls zwischen a und b enthalten ist. Heilst also M 
der grö&te Wert, den | f\u) \ annimmt, wenn u zwischen a 

und b variiert, so wird | /*(a, 6, ic) | < ^ und daher ist: 



8 m-m 

90. Die Differentialrechnung gestattet auch den Fehler 
abzuschätzen, den man begeht, wenn man die Newtonsche Regel 
benutzt, um die Wurzeln einer Gleichung näherungsweise zu 
berechnen. Es sei a ein Näherungswert fiir eine Wurzel der 
Gleichung f(x) = und a + ä ihr wahrer Wert, dann wird: 

fia + Ä) = f(a) + hfia) + |f f' (« + OÄ) = 0, 
also* 

''— na) 2 rw 

Die Newtonsche Formel nimmt als Näherungswert für h das 

erste Glied — ^^ und begeht hierdurch einen Fehler, der 

durch das zweite Glied dargestellt wird. Er ist unbekannt, 
aber man kann eine Gröfse bestimmen, die er nicht über- 
schreitet, sobald man von h weifs, dafs es eine bestimmte 
Gröfse nicht überschreitet. 

§ 14. Unendliche Produkte. 

91. Gegeben sei eine unendliche Reihe von Gröfsen, 

%? %^ ^2? • • •; 

die nach einem bestimmten Gesetz gebildet sind, und man 
betrachte das Produkt: 
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der n ersten unter ihnen. Konvergiert nun P„ mit unbegrenzt 
wachsendem n gegen einen endlichen Grenzwert P, so nennt 
man das unendliche Produkt UqU^u^^ • • • konvergent und sagt, 
dafs es den Wert P hat. 

Man beweist durch ähnliche Überlegungen wie die sind, 
welche wir bei den Reihen angestellt haben, die Sätze: 

Satz. Um über die Konvergenz eines unendlichen Pro- 
duktes zu entscheiden^ kann man von einer endlichen Anzahl von 
nicht verschwindenden Faktoren zu Anfang des Produktes absehen. 

Satz. Konvergiert das unendliche Produkt u^u^ • • • gegen 
einen endlichen von null verschiedenen Grenzwert, so ist lim ti«= 1. 

n=ao 

Aus diesem Grunde bringt man das allgemeine Glied Un 
auf die Forpi m» = 1 + a„; dann wird das unendliche Produkt: 

(l + ao)(l + «0(l + a,)---. 

Konvergiert dieses gegen einen von null verschiedenen Grenz- 
wert, so ist lim «n = 0. 

Die Prüfung der Konvergenz eines Produktes reduziert 
sich auf die Prüfung der Konvergenz einer Reihe mit Hülfe 
des folgenden Satzes: 

92. Satz. Das unendliche Produkt 

(1 + «o) (1 + aj . . . (1 + a„) . . . 

konvergiert gegen einen von null verschiedenen Grenzwert, wenn 

die Beihen: 

^0 + «1 + «2 -i 

und 

«0^ + ß^^ + «2' H 

konvergieren. 

In der That, konvergiert die Reihe der a, so ist lim a„ = 
und lim (1 + an) = 1. Daher sind von einer bestimmten Stelle 
an alle Faktoren des Produktes positiv. Wir können annehmen, 
dafs dies schon vom ersten Faktor an der Fall ist; denn wir 
dürfen von einer endlichen Anzahl negativer Faktoren absehen. 

Setzt man: 

P, = (l + «o)(l+«i)---(l + «»-i) 
und nimmt beiderseits die Logarithmen, so wird: 
log P, = log (1 + «0) + log(l + «J + . . . + log (1 + «„_i). 
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Die Mac-Laurmsche Formel 

/'(«)=Ao) + «r(o) + yr(e«) 

ergiebt fttr 

^(«) = log (1 + «), /'(«) = rT^, r(a)--rT^. 

die Gleichung: 

log(l-f «) = «-! i + l^ay - 

Setzt man hierin a = a^, «i; • • «n— i und sind 6q,0i, • • • 0n— i 
die zugehörigen Werte von 9, so ergiebt sich durch Addition 
der entstehenden n Gleichungen: 

log P« = («0 + «1 H h «n-i) — 

(2 2 2 \ 

1 + (eo«o)' "^ 1 + (Öl «J* "^ ^ 1 + (e„^i«,_i)V * 

Die Gröfsen 1 + (ßoCc^Y, 1 + (^ifhYr" 1 + (ena»)S ••• sind 
positiv und ihr Grenzwert ist 1. Also giebt es eine positive 
Zahl m, die sie übersteigen und es wird: 



und: 






Mithin sind die Glieder der Reihe, deren allgemeines Glied 
■ " — Tj ist, kleiner als die entsprechenden Glieder der- 

jenigen Reihe, deren allgemeines Glied -^ ist. Da diese aber 

konvergiert, so konvergiert auch jene Reihe. 

Mithin konvergiert log Pn gegen einen endlichen von null 
verschiedenen Grenzwert: 

lim log P« = («0 + «1 + «2 • — ) — 

Da aber P^ = e^<>8^n ist, so konvergiert auch P„ gegen einen 
Grenzwert: 

limPn = ei^^°8^«, 

der bestinunt, endlich und von null verschieden ist* 
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93. Eorollar I. Ist die Reihe «o? ^ * * * hmvergent, hin- 
gegen die Reihe a^^ a^^ a^^ • • • divergent, so ist lim P = 0. 



iOO 



In der That, die Gröfse 1 + (9nan)^ ist endlich, welches 
auch der Wert von n sein mag, und ihr Grenzwert ist 1. 
Also giebt es eine positive Gröfse Jf, für welche 1 -j- (0na«)*< -3f 
wird bei jedem Werte von w. Die Reihe: 



«0* «l" 



hat lauter positive Glieder, die gröfser sind als die ent- 
sprechenden der Reihe: 



«o" «i* 



Da diese aber nach Voraussetzung divergiert, so thut dies 
auch die erste Reihe. Daher besteht log P» aus zwei Teilen: 
der erste konvergiert mit unbegrenzt wachsendem n gegen 
einen endlichen Grenzwert, der zweite gegen — oo; also wird 
lim log P^ = -- oo imd daher lim P« = 0. 
Korallar II. Die unendlichen Frodukte: 

in welchen ccoy ^ly ^> ' ' ' positive Zahlen sind, konvergieren 

gegen einen endlichen, von null verschiedenen Grenzwert, wenn 

die Reihe 

«0? «i; «2? • • • 
konvergiert. 

In der That, die erste Bedingimg unseres Satzes ist von 

selbst erfüllt, die zweite aber folgt aus ihr, da die Glieder 

der Reihe 

«o'> <, ^^"' 

von einer bestimmten Stelle aji (nämlich, wenn a« < 1 wird) 

kleiner sind als die entsprechenden Glieder der ersten Reihe! 

Um noch eine Anwendung von unserem Hauptsatze zu 

geben, so konvergiert beispielsweise das unendliche Produkt: 

sobald I ip I < 1 ist, da dann die Reihen: 

Xy x^y x^ ' ' ' und x^j a^y x^ ' ' ' 
konvergieren. 
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Das unendliche Produkt: 

0+^)(-pi)(^+v-,)C-i^)- 

hat den Grenzwert null, da die Reihe: 

J_ l_ J^ l_ 

zwar konvergiert, die Reihe ihrer Quadrate aber die harmo- 
nische Reihe ist und daher divergiert. 

§ 15. Reihen mit verloiderliohen Gliedern. 
94. Die Glieder einer Reihe: 

%7 '^IJ ^2; • • • 

können Funktionen einer Veränderlichen x sein. Ist die Reihe 
für ein gewisses System von Werten konvergent, so ist ihre 
Summe für jene Werte eine bestimmte Funktion von x. Es 
sei X einer dieser Werte; alsdann kann man zu einer will- 
kürlich fixierten positiven Zahl s eine Zahl N bestimmen, 
sodafs für jeden Wert von n> N der Rest der Reihe Tn, von 
n -\- 1*®° Gliede angenommen, absolut kleiner als s wird. Diese 
Zahl N wird jedoch von dem besonderen Werte abhängen, 
den man x erteilt hat. 

Wir sagen, dafs eine Reihe, deren Glieder Funktionen von 
X sind, und die in einem bestimmten, endlichen oder unend- 
lichen Intervalle konvergiert, in diesem Intervalle gleichmäfsig 
konvergiert, wenn man zu einer willkürlich fixierten positiven 
Zahl s einen positiven Wert N bestimmen kann, sodafs für 
jeden Wert von n^N und für jedes x in dem betreffenden 
Intervalle | r„ | < £ wird. 

Die bekannten Konvergenzkriterien reichen häufig aus, um 
die gleichmäfsige Konvergenz einer Reihe zu erkennen. So 
schliefst man aus den Nrn. 57 imd 65: 

Satz. Eine Reihe mit veränderlichen Gliedern konvergiert 
gleichmäfsig in einem gegebenen Intervalle, wenn die Glieder der 
Beihe immer absolut Meiner sind, als die entsprecJienden Glieder 
einer Jconvergenten Beihe. 

In der That, sind die Glieder der Reihe ^0? %? ^? ' * ^^^ 
jeden Wert von x in dem gegebenen Intervalle absolut kleiner 
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als die entsprechenden Glieder der konvergenten Reihe «i, o^ • • •, 
so ist die vorgelegte Reihe konvergent^ und, nennt man r^ und 
Qn die Reste der beiden Reihen, vom n + 1*®*^ öliede an ge- 
rechnet, so wird \rn \ < Pn- Da aber die zweite Reihe kon- 
vergiert, so kann man zu einer willkürlich fixierten positiven 
Zahl 5 eine Zahl "N bestimmen, sodafs für n'^N auch p» < £ 
wird; daher ist um so mehr | ^n | < £, w. z. bew. w. 

So ist z. B. die Exponentialreihe: 

^ t/U t/U JU 

^ Ü' 21^ 31^ 

in jedem endlichen Intervalle gleichmäfsig konvergent; denn 

ist a gröfser als alle Werte | ic | in dem Intervalle, so sind 

die Glieder der vorstehenden Reihe absolut kleiner, als die 

Gröfsen : 

^ a a^ 

^^ 11' 2! ' " '' 
welche eiiie konvergente Reihe bilden. 

Sind «0 ^1 ^8 * " irgend welche Gröfsen und 6o ^i ^2 ' * * posi- 
tive Gröfsen, die eine konvergente Reihe bilden, so ist die Reihe: 

Iq sin UqX^ 61 sin a^x, b^ sin agic, • • • 

in jedem Intervalle gleichmäfsig konvergent; denn ihre Glieder 
sind absolut nicht gröfser als die entsprechenden Glieder der 
Reihe der b. 

Unter den nicht gleichmäfsig konvergenten Reihen kann 
man wiederum die Exponentialreihe anführen, wenn matU sie in 
clem Intervalle ( — 00, -j- 00) betrachtet. Denn ist :r>Oj so ist 

der Rest r^ > ^ und er nimmt daher, welchen Wert man auch 

für n fixieren möge, mit wachsendem x beliebig grofse Werte 
an, und übersteigt mithin schliefslich jede gegebene Zahl s. 

Ferner betrachte man die Reihe: 

OJ' X* x^ 

l(l + a;»)' (l + a;*)(l-f 2a;«)' ' ^^ {l + nx*)[l + (n + l)x*] 

^lü ihr ist: 

1 1 



1 + nx^ l + (n+l)x^' 
daher wird: 

Genocchi-Peano, Diff.- u. Integral-Bechnung. 7 
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1 1 



1 1 + x^ l + 2a;« 



^«-1 l + (n — l)a;« 1 + na;* 
Durch Addition folgt: 



s 



«"■'^ l + wa;«* 
Läfst man n unendlich werden, so wird für x=^0, lim -r—, = =0 

' ' ' l + WiC' 

und limSn= 1; ist dagegen ic = 0^ so wird 5„ = und lims^==0 
Also konvergiert die vorstehende Reihe für jeden Wert von x^ 
und ihre Summe ist eine Punktion von x, die für x=^0 den 
Wert 1 und für a; = den Wert hat. 

Ist x=i=0, SO wird r« = t-j 1 : für x = wird r„ = 0. 

• ' 1 -j- nx ' 

Fixiert man eine beliebig kleine positive Zahl £ < 1, so 

mufs für ä: 4= 0, w > ~", sein, damit rn< « wird; für a? = 

ist w überhaupt an keine Bedingung gebunden, sondern es wird 
für jedes w, r« = < 6. LäXst man jetzt x in einem Intervalle 
variieren, sodafs seine Werte sich nicht unbegrenzt der Null 
nähern, sondern dafs eine positive Gröfse a existiert, unter 

die \x\ nicht herabsinkt, so wird ^ < — j-; macht man 

daher n > — ,- , so wird auch n > ä~ ; ^^^ ^n < f. Also 

cd S X 

konvergiert die vorstehende Reihe gleichmäfsig in jedem Inter- 
valle, das den Wert null weder in seinem Innern noch an 
seinen Enden enthält. Giebt man dagegen x Werte, die der 
Null beliebig nahe kommen können, so ist die Reihe nicht 

mehr gleichmäfsig konvergent, da — ^ mit verschwindendem x 

c X 

unendlich grofs wird und daher kein n existiert, welches der 
Bruch nicht überschritte. 

95. 8at0. Wenn die Glieder einer Beihe solche Funk- 

4 

Honen von x sind, die für x = Xq (oder oo) bestimmte Grenz- 
werte haien tmd wenn die Beihe für die gerade betrachteten, 
die Stelle Xg (oder cx>) enthaltenden Werte von x gleichmäfsig 
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konvergiert, so ist der Orenewert der Summe der Beihe gleich 
der Summe der Grenzwerte der einzelnen Glieder, 
Es sei: 

%y Ml, Wgj • • • 

die vorgelegte Reihe; s„ sei die Summe der ersten n Glieder, 
s die Summe der Reihe und r« der Rest der Reihe, vom 
n + 1*®** Gliede an gerechnet; die Glieder der Reihe, s«; s 
und rn sind Funktionen von x. Es seien 

%9 <*!> «2? • • • 

die Grenzwerte, welche die Glieder der Reihe annehmen, wenn 
X gegen Xq (oder cx>) konvergiert und 6n sei die Summe 

Wir werden zunächst zeigen, dals die Reihe der a konver- 
giert und sodann, dafs ihre Summe der Grenzwert der Summe 
der gegebenen Reihe ist. 

Zu einer willkürlich fixierten positiven Zahl b kann man 
eine Zahl N bestimmen, sodafs für n> N, | r« | < « wird; denn 
die gegebene Reihe konvergiert ja gleichmäfsig. Ist i? > 0, so 
wird auch |^n+i»| < ^ und daher auch l^n+p — r«! < 2^; d. h. 

I Un + M„+i -j 1- M«+p-i I < 2«. 

Läfst man jetzt x gegen Xq (oder cx>) konvergieren, so erhält 
die linke Seite, da sie immer kleiner als 2^ bleibt, einen be- 
stimmten endlichen Grenzwert 

I «n + «n+l + •••■+■ 0'n-\-p—l \ , 

welcher 2b nicht übersteigen kann; daher wird: 

I an -f ö^n+i + • • • + »«+i»-i I ^ 2«, 
d. h. zu einer willkürlich fixierten positiven Zahl 2 b kann 
man eine Zahl N bestimmen, sodafs für jeden Wert von 
n> N und für jeden positiven Wert von p 

I a„ + a„4-i -| 1- a„+p_i | ^ 2b 

wird. Daher ist (Nr. 56) die Reihe a^, a^, a^, • • • konvergent 
und ihre Sunmie, die wir 6 nennen, ist zwischen (y„ + 2« und 
0n — 2« enthalten. 

Man fixiere jetzt eine beliebig kleine positive Zahl a und 
setze a = 3€+£', wo b und «' ebenfalls positive Zahlen 
sind. Man bestimme femer N so, dafs für n^ N, I ^n | < ^ ; 
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also auch [5 — s« | < f wird; endlich bestimme man eine 
positive Zahl Ä, sodais für | a? — ic^ | < Ä (oder für a?>Ä), 
\ Sn — (J« I < «' wird; dies ist immer möglich^ da lim Sn =.tfn 
ist. Nach dem vorher Bewiesenen ist auch \ 6n — 6 \ <i2s 
und daher \s — (^ ) < 3« + «' oder \s — tf | < a. Man kann 
also zu einem willkürlich fixierten positiven a eine positive 
Zahl h bestimmen, sodafs für jeden Wert von x, der sich 
von Xq um weniger als h unterscheidet (oder für jedes x^h) 
die Differenz \s — 6 \ <Ccc wird; also erhält s den Grenzwert tf, 
wenn x gegen Xq (oder 00) konvergiert, w. z. bew. w. 

Eojollar. Wenn die Glieder einer Beihe in einem gegebenen 
Intervalle stetige Funktionen von x sind, und wenn die Beihe in 
demselben Intervalle gleichmäfsig Tconvergiert, so ist auch die 
Summe der Beihe eine stetige Funktion von x. 

96. Sat0. Sind die Glieder einer konvergenten Beihe ffi 
differenüierba/re Funktionen von x und konvergiert die aus den 
Ableitungen der einzelnen Glieder gebildete Beihe W gleichmäfsig y 
so ist die Summe der gegebenen Beihe 91 ebenfalls eine differen- 
tiierba/re Funktion von x u/nd ihre Ableitung ist gleich der 
Summe der Beihe 91'. 

Es sei: 

/o(^); /IW; /i(^), ••• 

die gegebene Reihe 9i und F(x) ihre Summe, dann ist: 

Fix) = f,ix) + f,(x) + f,ix) + • • .. 

» 

Erteilt man x erst einen Wert Xq^ sodann einen Wert Xq-\- h 
und bildet dann die Differenz der zugehörigen Werte von 
F(x\ so erhält man nach Division mit h: 

F{x, + h)-F{x,) _ fo(x, + h)-f, (x,) . f^(x,+h)^f,{x,y , 
h Ä ' Ä ' 

H ■ — h \ • 

Man nenne JR« den Rest dieser Reihe vom n -f- l^^ Gliede an. 

Es sei * 

/o'(^), fi'i^), ax), . . . 

die Reihe 91' aus den Ableitungen der einzelnen Glieder, die wir 
als gleichmäfsig konvergent voraussetzen, und es sei rn(x) ihr 
Rest vom n -}- 1**** Gliede an. Man bestimme zu einem will- 
kürlich fixierten s ein JV, sodafs für n^N, | r« | < £ wird. 
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Alsdann hat man: 

Jtn-^p — Mn= jj^ 1 j^ 1 

/;_j.p_i(a;o+Ä)^/*«+p_i(a?o) 

• • • «■*— • ■ - -■■■■»» — — . 1 1 ., I ■ ■■, , ■ ■_ ■ ■ 

^ Ä 

Setzt man (p(x) = fn(x) + fn-{-i(x) H 1- fn^p^i(x\ so 

hat man: 

oder 

Das Glied auf der techten Seite ist gleich: 

rn-{-p(XQ + 0Ä) — rn(XQ + GÄ). 

Daraus folgt: 

oder 

Man lasse jetzt p imendlich werden; dann bleibt R^ konstant^ 
r« (Xq + 6ä) aber, kann sich ändern, da von p abhängt, es bleibt 
jedoch immer absolut kleiner als «; Rn-\-p und rn^p{xQ + 9Ä) 
konvergieren gegen Null, also wird | jB« | ^ f . 

Folglich ist die Reihe für ^^^^ + ^^"'^^^^^ gleichmäfsig 

konvergent, da man zu einem beliebig klein fixiertem posi- 
tivem s eine positive Zahl N bestimmen kann, sodafs für 
n'^N, \ Rn\^£ wird. Die einzelnen Glieder der Reihe haben 
zu Grenzwerten: 

^'W; /i'W; A'W; *••• 

Daher konvergiert auch ^ h — ^ g^g®^ einen be- 

stimmten Grenzwert, und es wird: 

§ 16. Übungen. 

97. 1) Ist die Summe Sn der ersten n Glieder einer Reihe 
flir jedes n gegeben, so ist damit auch die gan.e Reihe gegeben; 
diese ist: 5^, s^ — «i, s^ — Äg, • • • und das allgemeine Glied ist 
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2) Ist Sn eine ganze rationale Funktion von w, so gilt 
Gleiches von w„. Ist umgekehrt w« eine ganze Funktion von w, 
so kann man eine zweite ganze Funktion von n bilden, F(n\ 
die für ganze positive Werte von n mit Sn übereinstimmt. 

3) Zu beweisen, dafs für die Reihen: 

1, 2, 3, 4 • • • M« = n + 1, 

1,3, 6, 10... t«, = l(n + l)(n + 2), 
1,4,10,20... w„ = l(w + l)(w + 2)(n + 3), 

beziehungsweise: 

s« = ^«(« + l), ^w(«+ l)(» + 2), 

ijn(«+l)(» + 2)(n + 3), ... 



ist. 

4) Zu beweisen, dafs 

Op -f IP -f 2^ H \^(n — iy = 

ist, wo A^, A^j A^, . • • numerische Konstante sind, die sich 
aus den Gleichungen bestimmen: 

Tf + A = o, 



^ + |f + ^ = o, 



Hieraus findet man: 



2 7^^ 12^ « ' * 720^ 

5) Ist Sn eine rationale Funktion von n, so gilt Gleiches 
für Wn. Umgekehrt aber, ist w» eine rationale Funktion von n, 
so giebt es im Allgemeinen keine rationale Funktion von n, 
welche den Wert von Sn darstellt. 
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So giebt es z. B. keine rationale Funktion von n, welche 
die Sunune Sn von - > Y' T * * *> ^^^^tellt. 

Nimmt man nämlich an, dafs Sn durch den Bruch -^^ 

dargestellt würde, in dem f(n) und g>{n) ganze ganzzahlige 

Funktionen ohne gemeinsamen Teiler sind, so müfste sein: 

f(n + 1) f(n) ^ 1 
q)(w+l) 9(n) n + 1 
oder 

(n + l)f(n + 1) 9)(n) - («+!)/•(«) 9>(n+ 1) = 9 («) 9,(« + 1). 

Der Einfachheit halber sei n eine Primzahl. Die linke Seite 
ist teilbar durch w + 1, also auch die rechte. Mithin ist ent- 
weder g>(n) oder 9)(w + 1) durch w + 1 teilbar. Ist zunächst 
g)(n) durch w + 1 teilbar, so ist 9)(w + 1) durch n -j- 2 teil- 
bar, also ist dann auch (n + l)/"(w + l)9>(w) durch w + 2 
teilbar. Da aber f(n + 1) und 9)(w + 1) keinen gemeinsamen 
Teiler haben, so mufs g)(n) durch w -f- 2 teilbar sein. 

Fährt man so fort, so erkennt man, dafs g>(n\ das durch 
n '{' 2 teilbar ist, auch durch w -f- 3 teilbar ist u. s. w. Dieser 
Schlüfs ist solange anwendbar, bis man zu einer Zahl kommt, 
die selbst ein Vielfaches von n ist; d. h. g>{n) ist teilbar durch 
w + 1; w -f" 2, • • • 2w — 1. g>(n) wäre also durch n verschiedene 
lineare Funktionen von n teilbar. Da aber n beliebig grofs 
gemacht werden kann, so wäre q>(n) durch beliebig viele 
lineare Funktionen von n teilbar. Dies ist aber widersinnig, 
also ist (p(n) nicht durch w + 1 teilbar. 

Ist aber zweitens (p(n -j- 1) durch w -f- 1 teilbar, so zeigt 
man auf ähnliche Weise, dafs g)(w + 1) auch durch w, n — 1; • • • 
teilbar ist und dies ist ebenfalls widersinnig. 

6) Zu beweisen, dafs 
1 = — + — + — -1 , 

1.2 '2.3 '3.4» ' 

1 1 • 




p x(x-\-l) • • ' (x-^p — 1) f^j (a; + n) (o; + ** + 1) • • • (^ + ** + i>) ' 



■^l-*- + Y ■+■"* + "^Z ^ 1(J?+1) "^ 2(i)+2) "1 ^ n{p+n)'^"'' 
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7) Die Summe 

j_ , _J_ j.__i_j L J_ 

n ' n+l ' n+2 ' "•" ww ^ 

in der m und n ganze positive Zahlen sind, hat für w = oo 
den Grenzwert log m. 

Man beweist diesen Satz leicht, indem man sich der For- 
meln der Nr. 61 bedient. 

8) Der Rest einer Reihe mit positiven Gliedern, in welcher 
yiinn. < Ä < 1 ist, ist (Nr. 58) kleiner als , • 

9) Der Rest einer Reihe, in welcher | w^+**w« | < A ist, 
wobei a > sein soll, ist (Nr. 62) absolut kleiner als 

a{n — 1)" 

10) Die Reihe: 

% cos X -^ a^ cos 2x -}- «3 cos 3ic + • • • , 

in der a^a^ * • positive, beständig und unbegrenzt abnehmende 
Gröfsen sind, konvergiert für aUe Werte x, die von 2kjt ver- 
schieden sind, wo Je eine ganze (positive oder negative) Zahl 
einschliefslich der Null bedeutet. 
In der That, man setze: 

Sn == d^ COS a? + «2 ^^S 2iP 4" ••• + «» COS tlX 

und multipliziere beide Seiten mit 2 sin — • Bedenkt man, dafs 

COS hx sm — = sm — ^ — x — sin — r — x 
ist, so erhält man: 

25„sm — = aiSin — ÄJ-j-agSm— a; H f- «nSm J^ 



2 1 — 2 ' 2 — 2 



AT 



. 1 .3 . 2w — 1 

— a^ sm Y ^ — ttg sm Y ^ — * * * — öt„ sin — - — x 
oder 



(*) 



25„ sin Y =^ — : <^\ sin y a; + (a^ — a^ sin y ^ 

+ («2 — «3) sin Y ^ H 

, . V . 2n — 1 , . 2w + l 

+ (a„_i — a«) sm — g— a; + a« sm — ^^ ar. 



Nun konvergiert aber die Reihe der positiven Glieder 
^1 — ^? ^2 — ^8^ • * *) denn die Summe der n ersten Glieder 
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ist a^ — «n+i und hat für w = oo wegen lim ««4.1 = den 
Grenzwert a^. Also konvergiert auch die Reihe: 

3 "6 

(«1 — «2) sin y a; + (fl^ — ttg) sin y rc -j . 

Femer ist lim a« sin — ^^ x = 0, also schliefst man aus (*), 

dafs 2sn sin ^ g^g^i^ einen endlichen Grenzwert konvergiert, 

und dafs folglich, wenn x nicht von der Form 2k% ist, auch 
Sn gegen einen endlichen Grenzwert konvergiert. 
Für X = 2kjt wird die Reihe: 

^1} ^2; ötg, • • •; 
diese kann konvergieren oder divergieren. Für x = (2'k-j-l)n; 
entsteht der Satz der Nr. 66. 

11) Die Reihe: 

% sin a; 4" ^2 ^^^ 2^ ~h »g sin 3ic + • • • , 

in der %, «2; * " positive, beständig und unbegrenzt abnehmende 
Gröfsen sind, konvergiert für jeden Wert von x, 

12) Die Reihe + %y — ^1; + **2? — ^sy ' ' ' sei kon- 
vergent und man setze: 

Auq = Mj — Wo, A«*i = ^2 — «*n ^«*2 = ^8 — «<27 • • • 
A^Wq = Ami — Auq, A^% = Awg — ^^1? • • * 



dann wird: 



1 1 . . 1 



% — %+^2— «*8 + '-- = i-«*0 — ^^% + ^^% 



wobei: 



+ ^^'a«-i«o + JR„ 



JR, = -LiL [A"«o - A-«, + • • .] 

ist. 

In der That, setzt man: 

S = Wo — % + «*2 ; 

so wird auch: 

S = -^ Uq — Wj + ^ — • • • • 

Addiert man diese beiden Gleichungen, so erhält man 
nach Division durch 2: 
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Ä = Y Wo — Y (**i — ^o) + Y (^2 — «*i) 

oder 

S == Y Wo — Y t^^o ~ ^^ ^ ]• 

Daher konvergiert die Reihe AWo, — ^w^, + ^^; * * * ^^^ 
wenn man: 

S'= Awo — AWi + ^^ — • • • 
setzt, so wird: 

7 ♦ 

Setzt man analog: 

S" = A^Wo — AX + ^S — • 
S- = A»Wo — A»Wi + A^w, — . 



so erhält man: 



5(— 1) = i A—^Mo — Y Ä'"'. 



Durch Substitution der Werte der S in diese Gleichungen ent- 
steht die zu beweisende Formel. 

13) Es ist: :^T + -^ 

'' X x-j-1 ' x-\-2 
1 ■ 1 I 2! 3! 



^x^2*x{x+l) 1 28aj(a;+l)(a;+2) ' 2*x(x+i)(x+2){x+S) 

sobald X keine negative ganze Zahl ist. Diese Formel wird 
bewiesen, indem man die vorige Transformation anwendet und 
zeigt, dafs lim iJ„ = ist. Setzt man in ihr x = 1, so er- 
hält man: ""^^ 

2 "^ 3 4 "^ 2 «^ 22* "^ 32" ^^ 

Die Reihe linker Hand giebt log 2 (vergl. Nr. 79 u. 66) 
und konvergiert sehr langsam, die Reihe rechter Hand hin- 
gegen konvergiert sehr viel rascher. 

Setzt man x =^y> ^^ erhält man: 

i._A.i._A_|_... = i + _L + Ji!_ + -1:1:1. + ... 

1 3~6 7~ ~ 1-8 ' 1-8-6 ~ l-8-6-7~ 
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Die Reihe links giebt — (vergl. Nr. 82) und ist auf diese 

Weise in eine rascher konvergierende Reihe verwandelt. 
14) Zu beweisen^ dafs 

ist, wo ^ ^ 



ä" 



Rn == [A"Wo + ^A"Wi + a;*A"tij H ] 

(1 — ^) , 

gesetzt ist. Vorausgesetzt ist dabei, dafs die Reihe 

konvergiert und dafs x=^l ist. 

15) Zu beweisen, dafs für | a; | < 1 

■Ä±^-«-(i+i),.+(i+i.+i)«.- 

-(i + t + t + t)'^ + --- 

ist. 

16) In der Reihenentwickelung von (1 + ^)* nach dem 
binomischen Satze haben die Zähler und Nenner der Koeffi- 
zienten, wenn sie zu einander relativ prim gemacht sind, nur 
Faktoren von q zu Teilern. 

17) Die Reihenentwickelung von c* lafst sich aus der 

ableiten. 

In der That, nimmt man der Einfachheit halber m ganz 
und positiv an, so wird: 

(♦)(i+=)"-'+-+fi(i-i)+i;('-i)(>-s)+- 

Es sei nun n irgend eine ganze Zahl, gröfser als | o; | 

und m > w; dann kann man (l -| j =^ Ä -{- B setzen, wo A 

und J5 die Werte haben: 

4=i+^+i;(i_i.)+...+5!(i_i)...(i_!izii), 

B=_^(i_JL)...(i_M + ... 

...+^(l_i.)...(l_?t=l). 
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Läfst man n fest, wahrend m unbegrenzt wächst, so wird: 

lim^^l+^ + y, H f-^j- 

Andererseits wird: 

■^ " ^(n + l)! ' (W.+ 2)! ^ ;t- ^1 

und also um so mehr: 

I -° I ^ (n+ 1)! L "•" « + 1 "• ^ (n+ir-"-0' 

Nun ist aber | a? | < w , also auch | a; | < w + 1 , die Glieder 
in der Elanuner bilden daher eine abnehmende geometrische 



Reihe mit dem Quotienten ' ' also wird: 



xr+^ 1 . , ^, . Ia;i«+^ 



l-B|<rTLrm Vi- oder |^|< ,, ''T' p^, . 

' ' (n + 1) ! 1 0? I ' ' n ! (n + 1 — \x\) 

n + 1 
und man kann setzen: 

jg=9' ,, ' ' r-TT, WO — l<e<l. 

(X X"* 
1-j 1 

und A bestimmte endliche Grenzwerte; also gilt das Gleiche 
auch von B und also auch von 0. Setzt man daher lim 9 = -&•, 
so ist — 1 ^ -ö" ^ + 1 und es wird: 

X . x^ , . a;" , ^ |a;i"+^ 



^ 



= i + ii + 2iH — + ;r! + ^* 



nl{n + l — \x\) 

Für n = oo erhält aber das letzte Glied den Grenzwert 
null und es entsteht die Entwickelung von ^ (Nr. 70). 

Dasselbe Resultat würde man noch schneller durch die 
Bemerkung erhalten, dafs das Polynom auf der rechten Seite 
der Formel (*) als eine unendliche Reihe betrachtet werden 
kann, indem man unendlich viele Glieder gleich null folgen 
läfst; ihre Glieder sind Funktionen von m und die Reihe ist 
gleichmäfsig konvergent; also kann man den Satz der Nr. 95 
anwenden. 

18) Die Reihenentwickelung für log (1 -f" ^) soll aus der 

Formel log a = lim m \Yä — l) abgeleitet werden. 



Wl=00 
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Man beweist diese Formel, indem man m = t- setzt. 

Dann wird /mr- \ a* — i 

*^(>^-l)=-T- 

und der Grenzwert für m = oo oder Ä = ist der Wert, 
welchen die Ableitung von a* für x = annimmt. Man setze 
in ihr a = 1 -\- x, entwickele nach Potenzen von x und gehe 
zur Grenze über. 

19) Die Reihenentwickelungen für sin x und cos x können 
auch aus den Formeln für die Cosinus und Sinus der viel- 
fachen Winkel abgeleitet werden: 

sin mjs = \Z) sin cos"*~^;ef — (^j sin^^e? cos"*~*;ef 

+ (^\ &m^£! cos^'-^^sr , 

cos m;ef = cos*^;8f — \^j cos*"~^;ef sin*;er 

+ (X) cos"*-*;2? sin*;3r , 

in denen m eine ganze positive Zahl und \T\ den Ausdruck 
_J L-^ — — X-J bedeutet. Für gerades m erhält man: 

cos ms = 1 — -^ sm^ -f ^—r- sm* 

^^^ w«{m«— 2*)(m»— 4*) : - , 

— — ^ —^ -^sm^;8f+--- 

und für ungerades m: 

sm m0 = m sin ^— ^-p — - sm^^e? 

H ^^ rr sin^ — • • • . 

In der That, man braucht nur m0 = x zn setzen und 
dann m = 00 werden zu lassen. Die vorstehenden Formeln 
kann man leicht durch Induktion oder durch Differentiationen 
beweisen. Aus ihnen lassen sich unzählige andere, ableiten 

durch Differentiationen, Vertauschung von mit — und 

algebraische Umformungen. Beachtet man z. B., dafs die rechte 
Seite in (4) eine ganze Funktion m^^ Grades von sin ist, 
und drückt sie durcl^ ein Produkt von m Faktoren aus, so er- 
hält man, wenn m = 2w + 1 gesetzt wird: 
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(5) (2n + 1) sin ^/l — 



sin (2w + 1) ^ = 

sin'iS \ /^ sin*« 




n \l . ^ 2n 



sin* r r-r / \ sin* 



2n + l/ \ 2n + l^ 

sin'iS 



1 — 



sin' 



2n + l, 

20) Die Funktion sin x läfst sich als unendliches Produkt 
darstellen und man hat: 

Setzt man nämlich in der Formel (5), (2n+l)^==^? so 

erhält man: 

sinrr = 

sin' r — r—r \ I sm' 



/o I i\ • ^ I 1 2w + l W . 2n+l 



2n 
sin" - — r— - / \ sin' - — p ^ 

2n + l/ \ 2«+l 

sin* 



2n+l. 

Fixiert man eine beliebige ganze Zahl m, die jedoch so grols 

ist, dafs (m + 1) Ä > I a; I ist und setzt man w > m , so kann 

man schreiben: 

sin a; = J. • JB. 

Dabei bedeutet: 



Sin* - — :-— \ / sin' 



A = (2« + l)sin^ 



- 1 ?!LM ... i_ 



. • ^ f 1 • • lfm 

sin' r— r / \ Sin* 



2n+l/ \ 2n+l 




•C \ / m ^ OC 



sin* - — r-r \ / sin* 



2n+l / \ 2w + l. 



a; 



Femer hat man lim (2w + 1) sin - — r^ = x und ebenfalls 

«— «n 2n + l 

rar n = oo: 



sin' 



T I 1 2n + l 1 . a;* 

liml 1 r-^ — I =1 



sin* - — |-^ ' 

2n + l. 
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also wird: 

um B abzuschätzen y beachte man^ dafs seine samtlichen Fak- 
toren kleiner als 1 sind, also ist auch jB < 1. AuTserdem ist 
för irgend welche positiven e: 

(1 - 0(i -«,)••• (1 - «»)> 1 -(«1 + «» + ••• + «»), 

also wird auch 



-B>1— sin' ^ 



2w + l 



«■Xm> • • • mJi^ 



. , (f» + 1) « ' ' . , nn 

sin* ^^ W 8in* r— • 

2n+l 2«4-l 



X ^ x^ 



Man beachte letzt, daCs sin* r — rr < ts — ttn* ist. Wächst 

femer jßf im ersten Quadranten, so nimmt die Funktion 

von 1 bis — ab, denn ihre Ableitung ist negativ. Also hat 

9C 2^ 

man für 0<jßf<— , sinjer> — • Setzt man in dieser Un- 

{rleichuni; der Reihe nach e = „ , * , • • • „ * , so er- 
° ° 2«+l' 2n + l' 

hält man: 



^>i-(2;n:i) 



«« . . «» 



2 

+ ••• + 



/(m+l)«y • • l nn ^ 

^ \2n + l / \2n + l/ J 



^2n + 

oder einfacher: 

^> 1 - t[(iS^« + ••• + i]' 

Man beachte jetzt, dafs 

11 1 1 

i2 ^ 



(w + 1)* w (w + 1) »* w + 1 ' 



(to + 2)* ^ (w + l)(w+2) w+1 w + 2' 

1 1 ^ 1 1 

w* (n — l)w n — 1 n 
Also wird 

B>\ — ^V^ — ~) oder endlich B>\ — ,— • 

Man kann also eine öröfse zwischen und 1 bestimmen, so 
daXs jB=1 — 8:^ wird. 
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Man lasse jetzt n unbegrenzt wachsen. Da in der Formel 
sinx = Ä-B, A gegen einen endlichen, von null verschie- 
denen Grenzwert Pm konvergiert, so gilt Gleiches von B\ also 
konvergiert auch gegen einen Grenzwert lim = <&• und 
es wird: 

sin.=.(l-g)(l-^)...(l-^)(l-^fl), 

Läfst man jetzt m = oo werden, so entsteht die zu beweisende 
Formel. 

22) co,.I(.-^)(Ly(l-i$)... 

23) Setzt man 

_ £ , J_ . l_ , . 

SO wird 

sobald — Ä < a; < -j" ^ ist. 

24) Unter Beibehaltung der Bezeichnungen der vorigen 
Nummer wird: 

, (2*— 1) 2 1 (2*—!)^ 1(2«— 1) 6 



2 »* "^ ^ 3 w« •" ^^e 



wenn — -5- < ^ < ir ist. 



„K. . 2(2'— 1) , 2(2*— 1) , , 2(2«— 1) . , 



n' " ^ TT' * ■ TT' 



wenn — Y<^<y 

. 1 2s, 2«. ft 2s. r 

'^ iC «* TT* «• 

wenn — ä < a? < mr . 

26) « cotg^a; =|- + -,-^, + ^^, + ^^j^. + 
oder auch: 

n cotff Äa; = lim 1 j-r + • • • 

^ «_^ La; — n ' a5 — n + 1 ' 

4- -1- _)_ £ 4. _1_ _|_ . . . _i_ _L_1 . 

•^aj — l*^ X "^aj + l '^a5-f-w-' 
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!^ = J- + J- + -L + ... 

AUgemein ist 4" + "F H S^^^^^ «** multipüziert mit 

einem rationalen"KoelfiIienten. 

28) Die Summe der Reihe (w > 1) 

1» ' 2" 3" 4" 

ist gleich dem reziproken Werte des unendlichen Produktes: 

in welchem in den Nennern die successiven Primzahlen auftreten. 
In der That, nennt man s die Summe der gegebenen 
Reihe, so hat man: 

^ = i- + ± + -i. + ... 

2" 2* 4" 6" 

und durch Subtraktion ergiebt sich: 

\ 2"/ 1» ' 3" 6" ' 7" ^ 9** ^ 

wobei auf der rechten Seite als Nenner alle durch 2 nicht 
teilbaren Zahlen auftreten. Subtrahiert man von dieser letzten 
Reihe die durch Division mit 3^* aus ihr entstehende Reihe: 

V S**/ 3^* 3** ' (3 • 3)" '(3.6)"' ' 

SO erhält man: 

wobei auf der rechten Seite als Nenner alle weder durch 2 
noch durch 3 teilbaren Zahlen auftreten. 
In ähnlicher Weise erhält man: 

V 2V \ 3V V öV ^ 7« ^ 11« ^ 13« ^ 17«^ 

Fährt man so fort, so wird der Grenzwert der rechten Seite 1 
und daher: 

~^~\ ~^)\ ""i^/V ~6^/V ~W\ ~ 1?/ 

Genocchi-Peano, DiS.- u. Integral-Beclmiing. 8 
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29) Es ist eine Reihe u^Uiti^,,, gegeben; man soll ein 
unendliches Produkt bestimmen^ so daXs das Produkt seiner 
n ersten Faktoren gleich der Summe der ersten n Glieder der 
Reihe ist und umgekehrt. 

30) Zu beweisen, dafs: 

(l+ir)(l + rir)(l+r2ir)...(l+r«-iic) = l + ^^a; + 



+ (l-r-)(l-r''^% ^s + (l - r")(l - r 



,n — 



»)(i _ r— «) 



(1 -*•)(! -r*) 



(1 — r) (1 — r«) (1 — r«) 



r*3^-\... 



+ (i_^)(i_o. .(1-^) '^ ^ + z^*^ 

ist und dals fQr | r | < 1 das vmendliclie Produkt: 

(1 + a;) (1 + ra;) (1 + r*«) ••■ 



o; 



= 1 + 7-^ + 

' 1 — r ' 



ro;' 



wird. 



(l-r)(l-r«) 



— r«^ + 



31) Die interpolierende Punktion f(xj^y x^ .,,x^ läfst sich 
durch die Werte der Veränderlichen und der zugehörigen Funk- 
tionswerte mit Hülfe von Determinanteti ausdrücken. Es ist: 

f{^x) ^~' • • • ^1 1 

f{x^) X^-^ '" x^ 1 



f{x^,X^ . . . a?n) = 



f{Xn) Xl-^ '" Xnl 



x; 



« — 1 ^« — 2 



/*»w — 1 />in — % 
a 2 



X^ 1 
a?2 1 



^n-l^«-2 ... ^ 1 



n 



32) Die successiven interpolierenden Funktionen von 

f{x) = af^, 
wo m gaüE und positiv ist^ und von 

f{x) = -4~ 

zu berechnien. 



Von den Reihen. 
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33) Sind 
n Funktionen von x, und 

Xi, Xg • • • Xn 

n Werte der Veränderlichen, so ist die Determinante : 



gleich dem Produkte der Determinanten 

fi^^i), ^i(«ia^)> A(«i«**,) -fi{<h^ - a;») 
^(«i)> ^»(«i«»), ftinh^h^^i) •••f»(«i«2 •••««) 



a^i «J-* • • • iK^ 1 



/«•n — 1 /jM — 2 



'" Xn 1 



34) Sind /^(ic), /^(ir) • • • fn{x) und tp^ix) , ip^{x) • • • ^„(rc) 
zwei Systeme von Funktionen, so hat das Verhältnis der De- 
terminanten: 





• 


92 («i), ^«(^s) ••• 9>»(««) 


M^l), fni^i) ■ ■ ■ fn{Xn) 




Vni^l), <Pn(Xi) ■ • • <Pn(Xn) 



wenn man alle Veränderlichen x^x^ - • • Xn gegen denselben 
Wert X konvergieren läfst, zum Grenzwerte das Verhältnis der 
Determinanten: 



f,(x), f,\x) . . ■ A-" (x) 


• 
• 




fn(^). U{x) . . . /x;-i) (x) 




v«(a;), 9>« («) • • • vL""'' (^) 



8* 



Viertes Kapitel. 

Funktionen von melireren Yeränderlichen. 
Implicite Funktionen. 

§ 1. Funktionen von mehreren Veränderlichen. 

98. Eine Veränderliche u ist eine Funktion von mehreren 
unabhängigen Veränderlichen x,y,Zy ..., wenn zu jedem Wert- 
systeme der unabhängigen Veränderlichen Xy y^ Zy - - * j für 
welches sie definiert ist, ein bestimmter Werte von u gehört. 
Eine Punktion kann entweder für alle Systeme von Werten 
der unabhängigen Veränderlichen gegeben sein oder nur für 
einen Teil von ihnen, der in der verschiedensten Weise begrenzt 
sein kann. 

So ist die Funktion 

in der a und h Konstante bedeuten, für alle Paare von Werten 
gegeben, die man x und y zuerteilen kann; hingegen ist die 
Funktion : 

u = yi — x^ — y^, 

wenn man die Wurzel mit dem positiven Zeichen ninmit, nur 
für die Wertepaare Xy y definiert, welche die Ungleichung 
1 ^ ic* + y^ erfüllen. Die Funktion 

x\ y\ ' 

d. h. der Koeffizient von a* h^ in der Entwickelung von 
(a -|- 6)*+y ist in der Algebra nur für ganze positive Werte 
der Veränderlichen definiert. 

Beträgt die Anzahl der unabhängigen Veränderlichen zwei, 
so kann man die Wertepaare, die man x und y erteilt, geo- 
metrisch darstellen. In der That, zeichnet man in einer Ebene 
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ein Cartesisches (orthogonales) Achsenkreuz und markiert die 
Punkte, deren Koordinaten gleich den x und y erteilten Werten 
sind, so gehört zu jedem Wertepaar Xj y ein Punkt der Ebene 
und umgekehrt. So ist bei orthogonalen Koordinaten in dem 
vorletzten Beispiele die Funktion filr alle Wertepaare Xj y ge- 
geben, die sich im Innern oder auf der Peripherie eines um 
den Nullpunkt mit dem Radius 1 beschriebenen Kreises befinden. 

Auch die entsprechenden Funktionswerte lassen sich ver- 
sinnlichen^ wenn man im Punkte x, y auf der Ebene ein Lot 
errichtet (oder zu einer gegebenen Richtung im Räume eine 
Parallele zieht), dessen (deren) Länge durch den zugehörigen 
Wert der Funktion gemessen wird. Die Endpunkte dieser 
Lote bilden ein System von Punkten (eine Fläche), welche den 
Verlauf der Funktion der beiden Veränderlichen darstellen. 

Ist u = f{x,y,z), so kann man in ähnlicher Weise die 
Systeme von Werten, welche man den Veränderlichen zuer- 
teilen kann, durch Punkte im Räume darstellen, deren Garte- 
sische Koordinaten durch die Werte gegeben sind, welche man 
den drei Veränderlichen zuerteilt. Wir werden sagen, dafe die 
Fimktion u in einem bestimmten Punkte gegeben ist, wenn 
sie für das ihm entsprechende Wertsystem der Veranderlichen 
gegeben ist. Die Punkte, für welche die Funktion gegeben ist, 
können den ganzen Raum ausfüllen, oder nur einzelne Gebiete. 

Weniger einfach lassen sich die Funktionen von mehr als 
drei Veränderlichen geometrisch darstellen. 

99. Wir nennen ein bestimmtes Wertsystem x^j y^, ^o? * ' * 
der Veränderlichen auch die Stelle {Xq, y^, Zq, • • •). Wir werden 
femer sagen, dafs die Werte einer Funktion u von mehreren 
Veränderlichen a;, y, jgf, • • • eine bestimmte Eigenschaft in der 
Umgebung oder dem Bereiche einer Stelle {xq, y^, Zq, • • •) besitzen, 
wenn man ein System von positiven Zahlen ä, Ä;, Z, • • • bestimmen 
kann, so dafs die Funktion u =■ f{Xy y, ^, * • •) jene Eigenschaft 
für alle Wertsysteme a;, y, jer, • • • erföllt, welche der Bedingung 

I ^ — ^0 I < *; I y — yo I < *; I ^ — ^0 I < ^ • • • genügen. 

Wir werden sagen, dafs die Funktion u von a:, y, ;ef, • • • 

einen bestimmten Grenzwert A erhält, wenn die unabhängigen 

Veränderlichen gegen die endlichen Werte x^y y^, ^o; * * * '^^^" 

vergieren, wenn in einer passenden Umgebung der Stelle 
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(Xq, y^y 0Qf . . .) die Differenz zwischen den Funktionswerten und 
der Zahl Ä absolut kleiner ist^ als eine beliebig kleine positive 
Zahl £. 

Allgemeiner werden wir sagen ^ dafs eine Funktion von 
mehreren Yeränderlichen gegen einen Grenzwert Ä konvei^ert, 
wenn die eine Beihe der YeranderUchen gegen endUche Qrenz- 
werte konvergiert, und die andere Reihe unbegrenzt wächst, 
sobald man zu einer willkürlich fixierten positiven Zahl e so 
viel Zahlen als Veränderliche bestimmen kann, sodals för alle 
Werte der ersten Veränderlichen, die sich von dem zugehörigen 
örenzwerte um weniger als die entsprechende Zahl unterscheiden;^ 
und für alle Werte der zweiten Reihe von Veränderlichen, die 
gröfser sind als die zugehörigen 2iahlen, sich die Funktions- 
werte um weniger als £ von Ä unterscheiden. 

Die Funktion u «= f(x, y, ^, . . .) heilst stetig an der Stelle 
X = Xq , y «» ^0 7 ^ "^ ^07 • • • > wenn ihre Werte gegen 
fi^oy Voj ^07 ' • •) konvergieren, sobald x,y,z,.,. gegen x^, ^o? ^o^ • • • 
konvergieren. 

Die in den Nummern 9 — 13 über Grenzwerte bewiesenen 
Sätze sind auch auf eine beliebige Anzahl von unabhängigen 
Veränderlichen anwendbar. Man schliefst daraus (Nr. 23), 
dafs die Funktionen von mehreren Veränderlichen, die sich 
durch Anwendung einer endlichen Anzahl von Additionen und 
Multiplikationen auf die Konstanten und Veränderlichen er- 
geben, d. h. die ganzen rationalen Funktionen, für alle Wert- 
systeme der Veränderlichen stetig sind. Führt man auch Di- 
visionen ein, so entstehen die gebrochenen rationalen Fimktionen 
und diese sind stetig für alle Wertsysteme, für welche die 
Nenner nicht verschwinden. 

Ist u eine stetige Funktion von mehreren Veränderlichen 
Xy y, 0, . , . 

und setzt man fär die Veränderlichen x^y^z^,,, wiederum stetige 
Funktionen von J, ij, g, . . . , so wird auch u eine Funktion von 
diesen neuen Veränderlichen; man nennt sie eine vermöge der 
Funktionen a;,y,jer, . . . zusammengesetzte Funktion; auch sie ist 
stetig in den neuen Veränderlichen. In der That, läfet man die 
Veränderlichen |, ly, 5, . . . gegen bestimmte Werte |<„ i/q, So^ • • • ^^^'- 
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vergieren, so konvergieren die Variabein x,y,0y... als stetige 
Funktionen gegen die Werte x^, y„ 0,,..., welche sie an der 
Stdle (^0^ TJQ^ to7"-) annehmen. Da aber auch f stetig ist^ so kon- 
vergiert es gegen f(xQ, y^, . . .), wenn a?, y, . . . gegen x^y y^,,.. 
konvergieren; u konvergiert also gegen den Wert^ welchen es^ als 
Funktion der %%'.- betrachtet^ an der Stelle (^j v^qj . . .) annimmt. 
Das System der ersten Veränderlichen kann auch aus einer 
einzigen Veränderlichen bestehen; ist daher u eine stetige Funk- 
tion einer einzigen Veränderlichen a?, wie 6*, log x, sin x u. s. w. 
und setzt man für x eine stetige Funktion von mehreren Ver- 
änderlichen, so wird auch u eine stetige Funktion von diesen. 

100. Wir werden uns folgender Bedeweisen bedienen, die 
der geometrischen Darstellimg von einer, zwei und drei Ver- 
änderlichen entnommen sind. 

In einem Systeme von n Veränderlichen Xj^^x^^^-Xn nennen 
wir (vergl. Nr. 99) einen Puidct oder eine Stelle {xuX^,--- Xn) 
jedes System von festen Werten, welche den Veränderlichen 
erteilt sind; die festen Werte selbst heifsen die Koordinaten 
des betreffenden Punktes. 

Eine Reihe von Punkten heilst eine PiMiktmenge oder ein 
Bereich, 

Nimmt man eine iteihe von Punkten (^i, a:^, • • » Xn)f die ent- 
steht, indem wir die x zu stetigen Funktionen einer Veränder- 
lichen t machen, so möge für ^ =^ ^^ x^^^ a^y a?j =5= o^ , ' • • 
^» == öt» und für t =^ t^ a?i = 6^ , a^g = 6^ , . . • a?» = 6n werden. 
Alsdann heilst die Gesamtheit aller Punkte (x^, x^y- - - Xn), die 
entsteht, wenn t stetig von t^ bis ^ variiert, ein Weg, welcher 
die beiden Punkte (a^, a^, • • • »n) und (\y ^j ' ' ' M verbindet. 

Eine Punktmenge heifst stetig, wenn man irgend zwei 
ihrer Punkte durch einen Weg verbinden kann, dessen Punkte 
sämtlich der Punktmenge angehören. 

Eine Punktmenge heifst begrenzt, wenn man Zahlen 

a^y b^y «2, \y ' ' • dny bn 

bestimmen kann, sodafs für jeden Punkt der Punktmenge 

^x^^i^\} ötg ^ iPj < 6j , • • • a« < a;« ^ 6» 
vrird. 

Grens^nkt einer Punktmenge heifst jeder Pimkt, der so 
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beschaffen ist, dafs in einer beliebig 'kleinen Umgebung von 
ihm noch Punkte der Punktmenge liegen. Er selbst braucht 
jedoch nicht der Menge anzugehören. 

Wir können jetzt die folgenden Sätze beweisen, die Ver- 
allgemeinenmgen für die entsprechenden Sätze bei den Punk- 
tionen einer Veränderlichen sind. 

Satz L Wenn eine Funktion y der Veränderlichen x^yX^y-'-Xn 
beständig, aber nicht unbegrenzt wächst, sobald ihre sämtlichen 
Veränderlichen gleichzeitig wachsen, so konvergiert sie gegen einen 
endlichen Grenzwert, wenn die Veränderlichen unbegrenzt wachsen 
(vergl. Nr. 14). 

In der Thät, da die Werte von y nicht unbegrenzt wachsen, 
so besitzen sie eine obere Grenze; ist diese gleich Z, so wird 
immer y < Z und es existiert zu einer willkürlich fixierten 
positiven Zahl e immer ein Wert y > Z — £. Dieser Wert 
möge den Werten a^, Og? * • • ^'^^ Veränderlichen entsprechen. 
Erteilt man den Veränderlichen irgend welche Werte, die bezw. 
nicht kleiner als a^, %, • • • sind, so wird immer der zugehörige 
Wert von y gröfser als ? — e und kleiner als l sein; er unter- 
scheidet sich also von l um weniger als £, also erhält y den 
Grenzwert Z, wenn die Veränderlichen unbegrenzt wachsen. 

Satz IL Wenn die Ftmktion y der Veränderlidien x^yX^y"- 
an der Stelle {a-^,a^y" •) einen endlichen Grenzwert besitzt, so kann 
man zu einer willkürlich fixierten positiven Zahl s einen Bereich 
um (a^, ag, • • •) abgrenzen, sodafs die Differenz zweier FunkMons- 
werte in ihm absolut kleiner als s ist und umgekehrt. 

In der That, man fixiere einen Bereich um («i, ötg, • • •) der 
Gestalt, dafs die Differenz zwischen den Werten von y in ihm 

und ihrem Grenzwerte absolut kleiner als ^ ^^^' Dann wird 

die Differenz zwischen irgend zwei Werten von y absolut 
kleiner als f, w. z. bew. w. 

Umgekehrt, wenn ein Bereich um (ö^i, «2? * ' existiert, so- 
dafs die Differenz zwischen irgend zwei Werten von y in ihm 
absolut kleiner als £ wird, so sei y^ einer dieser Werte; dann 
sind alle übrigen y in dem Bereiche zwischen j/o H" ^ ^^^^ 
y^ — s enthalten. Sie besitzen daher eine obere Grenze lo und 
eine untere ?„, deren Differenz nicht gröfser als 2 s ist. Ver- 
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Heinert man jetzt die Umgebung des betrachteten Punktes, so 
nimmt lo ab, lu zu imd immer bleibt Zo > lu» Also konver- 
gieren beide gegen einen Grenzwert; dieser ist aber bei beiden 
derselbe, da lo — luK^s beliebig klein wird. Mithin wird 
lim lo = lim lu und es sei L ihr gemeinsamer Wert. 

Fixiert man eine beliebig kleine Gröfse a, so kann man 
einen Bereich um («i, «2? ' * bestimmen, sodafs lo — i < a, 
L — Zu < a wird; da nun lo<Cy <Clu ist, so wird sich auch 
y von L um weniger als a unterscheiden oder es wird lim ys^^L, 
w. z. bew. w. 

Sata III, Ist eine Funktion stetig und nicht null für die 
Werte «i; «a; ' * ' ^ Veränderlidien , so behält sie in der Um- 
gebung der Stelle («i, «2; * * ^^ konstantes Zeichen. 

Zum Beweise vergleiche man Nr. 17. 

Sat0 IV, Ist eine Funktion stetig für alle Funkte eines 
kontinuierlichen Bereiches und nimmt sie an zwei Stellen des 
Bereiches die Werte A und B an, so nimmt sie in demselben 
Bereiche aMe Werte zwischen A und B an. 

In der That, man zeichne einen Weg in dem Bereiche, 
der die beiden Punkte verbindet. Ist t die Veränderliche, von 
der die Werte von x^^x^,- * - abhängen, so wird y eine stetige 
Funktion von t] diese nimmt die Werte A und B an, also 
nimmt sie auch jeden Wert zwischen A und B an. 

Wenn es möglich ist, die zwei Punkte durch unendlich 
viele Wege zu verbinden, die keinen Punkt gemein haben, so 
nimmt auf jedem von ihnen die Funktion jeden Wert zwischen 
A und B an; sie nimmt dann also jeden Wert zwischen A 
und B unendlich oft an. 

Satz V, Ist y eine Funktion von mehreren Veränderlichen, 
die in einem begrenzten Bereiche geg^en ist, so giebt es einen 
Punkt (, der dem Bereiche angekört oder nicht wnd), der so be- 
schaffen ist, dafs die obere Grenze der Werte, welche die Funk- 
tion in jeder Umgebung von ihm annimmt, dieselbe ist, wie die 
obere Grenze der Werte, welche die Funktion in dem gegebenen 
Bereiche annimmt 

In der That, es sei l die obere Grenze der Werte von y, 
mag diese nun endlich oder unendlich grofs sein. Ist x^ 
zwischen a^ und b^ enthalten, so teile man den gegebenen 
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Bereich in zwei; der eine werde von de9 Punkten gebildet, 
deren x^ kleiner ist als ^ T" \ der andere von denen, für 

welche Xi nicht kleiner als ^ "T" ^ ist. Die obere Grenze der 

Werte y in dem einen der beiden Bereiche ist l. Man teile 
denjenigen der beiden Bereiche, in dem die obere Grenze der 
y gleich l ist, in zwei neue Bereiche, indem man das Intervall 
halbiert, in welchem x^ variiert und fahre so fort filr alle 
Veränderlichen. Auf diese Weise findet man einen Bereich, 
in welchem die obere Grenze der Werte y ebenfalls l ist, 
in dem aber x^x^j- - - nur ein halb so grofses Intervall durch- 
laufen können. Verfährt man mit diesem neuen Bereiche 
ebenso wie mit dem alten, und fährt so fort, so findet man 
unendlich viele Bereiche, in denen die obere Grenze der Werte 
von y ebenfalls l ist, und in denen sich die Intervalle, in 
welchen os^^x^j' - - variieren, fortgesetzt halbieren. Die Enden 
dieser Intervalle konvergieren also gegen einen endlichen Grenz- 
wert; es seien «i, «g, • • • diese Grenzwerte. Alsdann behaupte 
ich, dafs («i, 0^2? * ' ^®^ gesuchte Punkt ist. In der That, be- 
trachten wir eine beliebige Umgebung von ihm; alsdann ist 
einer der soeben konstruierten Bereiche ganz in ihm enthalten^ 
also ist die obere Grenze der Werte von y in ihm und also 
auch in der angenommenen Umgebung gleich l. 

Der Satz gilt ebenso für die untere Grenze. 

Säte VL Eine Funktion von mehreren VeränderUchen^ die 
in einem hegrengten Bereiche und in dessen Grenzpwnkten ge- 
geben und stetig ist, besitzt einen oberen und einen unteren 
Grenzwert und nimmt diese Werte thatsächlieh an; sie hat also 
dort ein Maximum und ein Minimum (vergl. Nr. 21). 

In der That, es sei (äj, o^, • • •) ein Punkt, sodafs in einer 
jeden Umgebung von ihm die obere Grenze der Werte von y 
mit der oberen Grenze der Werte von y in dem gegebenen 
Bereiche zusammenfällt und es sei ya der Wert von y in dieseiii 
Punkte. Man bestimme nun eine Umgebung von a, sodafs y 
zwischen y« — « i^d ya + s enthalten ist; dies geht, weil die 
Funktion stetig ist. Hieraus schliefst^ man, dafs in diesem 
Bereiche und daher auch in jedem gegebenen Bereiche um 
(a^, öTg, • • •) die obere Grenze der Werte y endlich und weder 
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kleiner als y« — f noch gröfser als y^-^ s ist. Da aber e eine 
beliebig kleine posiÜTe Zahl ist^ so ist die obere Grenze der 
Werte von y gleich y«, w. z. bew. w. 

Analog ist die Überlegung für die untere Grenze und das 
Minimum. 

Satz VIL Ist y in einem begrenzten, hmtvnuierlichen Be- 
reiche und in dessen Grenzpunkten eine stetige Fmktion der Ver- 
änderlichen x^^ ' ' ' Xn, SO Jcann man zu einer willkürlich gewählten 
positiven Zahl s^ n positive Zählen \,-''kn bestimmen, sodafs die 
irgend zwei Funkten des Bereiches entsprechenden Werte von y 
sich um weniger als Sq unterscheiden, sobald die Koordinaten 
der zwei Punkte sich um weniger als k^^ - »k^ unterscheiden. 

In der That^ es seien Ä^, Äg, • • • A« irgend welche positive 
Zahlen. Die Punkte des Bereiches, deren Koordinaten sich 
von denen eines Punktes P um weniger als h^t, h^t^'^-hnt 
unterscheiden, bilden einen Bereich um P. Läfst man t ab- 
nehmen, so entstehen unendlich viele Bereiche, deren jeder den 
folgenden enthält und die beliebig klein gemacht werdeii können. 

Es sei s eine beliebige positive Zahl und P ein Punkt 
des Bereiches. Da y in P stetig ist, so kann man t der Art 
bestimmen, dafs die Werte von y, welche den Punkten der 
durch den Wert von t bestimmten Umgebung von P ent- 
sprechen, sich von dem Werte des y in P um weniger als s 
imterscheiden. Sogar unendlich viele Werte von t erfreuen 
sich dieser Eigenschaft; denn hat man einen gefunden, so ge- 
nügen auch alle kleineren Werte von t denselben Bedingungen. 

Wir können uns hier auf die Werte von t beschränken, 
die positiv und kleiner als 1 sind und es sei ihre obere 
Grenze. Der Wert von wird von dem von s abhängen und 
von der Lage des Punktes P; wir bezeichnen ihn durch: 

e(., P). 

Setzt man € = €q, so wird 0(£^, P) eine Funktion des 
Punktes P und es sei d' die untere Grenze ihrer Werte. Kann 
man nun beweisen, dafs d' nicht null ist, so kann man irgend 
eine Zahl t kleiner als d' wählen und k^ = h^t^ • • • kn = hnt 
setzen. Unterscheiden sich dann die Koordinaten irgend zweier 
Punkte des Systems um weniger als ft^, • • • A?„, so befindet sich der 
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eine in der Umgebung t des anderen und die Differenz der 
zugehörigen Punktionswerte wird kleiner als f^, sodafs der 
Satz bewiesen ist. Es ist also nur noch zu zeigen^ dafs # 
nicht nuU sein kann. 

Es sei --4. ein Punkt, in dessen Umgebungen die untere 
Grenze der Werte von 9(£q; P) ebenfalls %' ist. Man be- 
trachte die Funktion 

e(f, Ä) 

und erteile e alle positiven Werte unter e^. Die Funktion 
nimmt immer positive Werte an und, wenn s gegen s^ kon- 
vergiert, so wächst sie und konvergiert gegen einen positiven 
von null verschiedenen Grenzwert (der nicht gröfser als 6(£q, A) 
ist und) den wir r nennen. Ich behaupte dann, dafs %' nicht 
kleiner als r ist. 

In der That, es seien f' und a zwei Werte von £, sodafs: 

ist und es sei f<0(f', Ä), t^<e{a, Ä) und t''<t\ Ist P 
ein Punkt der Umgebung von Ä^ die durch den obigen Wert 
t bestimmt ist, so unterscheiden sich die Werte der Koordi- 
naten von P um weniger als h^t^ - ' - hnt von denen von A und 
der Funktionswert in P unterscheidet sich von dem in Ä um 
weniger als cc. 

Man betrachte die Umgebung von P, welche durch die 
Zahl f — t bestimmt ist. Die Koordinaten der Punkte in ihr 
unterscheiden sich von denen von P um weniger als 

und differieren daher von denen von Ä um weniger als 

sie gehören also der durch f definierten Umgebung von Ä an. 
In deren Punkten aber unterscheidet sich der Funktionswert 
von dem in Ä um weniger als s\ also weicht der P ent- 
sprechende Funktionswert von denen in der Umgebung f — t 
um weniger als f'-f- « oder s^ ab. Also ist: 

Diese Ungleichung ist für alle Punkte P der Umgebung t von 
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A erfüllt, also gilt sie auch für die untere Grenze der Werte 
von 0, also für ^ und es ist: 

Da man aber die Gröfse t beliebig klein machen kann, so 
kann diese Relation nur dann erfüllt sein, wenn 

ist. Da aber f einzig an die Bedingung t'<i Q(s\ Ä) geknüpft 
ist, so schliefst man 

dabei ist s' allein der Beschränkung unterworfen, dafs es 6q 

nicht übersteigt. Da demnach d' nicht kleiner als irgend ein 

Wert 6(6', Ä) ist, so ist es auch nicht kleiner als ihre obere 

Grenze oder: 

^^ty w. z. bew. w. 

Zur Er^nzung dieses Beweises kann man hinzufügen, 
dafs thatsächlich d" = x ist. In der That, bestände die Un- 
gleichheit ^ > tr, so nehme man irgend eine Gröfse t zwischen 
^ und tr, also ^ > f > r. Dann giebt es in der Umgebung t 
von Ä Pimkte, in denen der Funktionswert von dem in A um 
eine Zahl abweicht, die nicht unter Sq herabsinkt. Da aber 
^ < -ö"^ 0(£q, J.) ist, so unterscheidet sich jeder Punktions- 
wert in der Umgebung t von A von dem Funktionswerte 
in A um eine Zahl, die kleiner ist als Bq, Dies ist ein 
Widerspruch. 

Man könnte den Satz auch dadurch beweisen, dafs man 
die obere Grenze T der Werte t betrachtet, die so beschaffen 
sind, dafs in den durch sie bestimmten Umgebungen des 
Punktes P die Schwankung der Funktion, d. h. die Differenz 
zwischen ihrer oberen und unteren Grenze, kleiner als eine 
feste Gröfse s wird. Man erkennt dann, dafs T eine stetige 
Funktion von P ist, die niemals verschwindet und dafs daher 
auch ihr Minimum von null verschieden ist. 

§ 2. Partielle Ableitungen und partielle Differentiale. 

101. Erteilt man in der Funktion u = f(Xy y? ^; * ) den 
Gröfsen y, je?, • • • feste Werte, so wird u eine Funktion von 
X allein, deren etwa vorhandene Ableitung man nach den 
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gewöhnlichen Regeln berechnen kann^ sobald f durch die von 
uns betrachteten analytischen Operationen gebildet ist. Wir 
bezeichnen diese Ableitung durch fx'i^ftff^"-) und nennen 
sie die partielle Ableitung der Funktion f nach der Veränder- 
lichen X. Das Differential von u, das durch Pesthalten aller 
Zahlen y, ;&, • • • und durch Änderung von x allein entsteht, 
nennen wir das partielle Differential von u nach x. Bezeichnen 
wir es durch dxU^ so wird: 

wo das Differential dx der unabhängigen Veränderlichen x 
willkürlich ist. In ähnlicher Weise bildet man die anderen 
partiellen Ableitungen 

dyU = fy(x, y,0" ')dy, d,u = f,\x, y,Z" ')d^, • • ;, 

wo dy/dz, ' • • ebenfalls willkürliche Gröfsen sind. 

Berechnet man aus den vorstehenden Oleichungen die 
partiellen Ableitungen, so wird: 



• • • 



und die Glieder auf den rechten Seiten können als neue Be- 
zeichnungen der partiellen Ableitungen dienen. 

Aus Rücksichten der Bequemlichkeit pflegt man den Index 
des d im Zähler jedesmal fortzulassen, aber die geraden d durch 
runde d zu ersetzen; die Veränderliche, nach welcher differen- 
tiiert werden soll, ist dann durch den Nenner genügend be- 
zeichnet. So entstehen die Schreibweisen 



/.// \ du y.,/ V du 



• • • 



Daher wird das partielle Differential nach x durch ^— dx be- 

c X 

zeichnet. Dabei ist zu beachten, dafs der Zahler du von dem 
Nenner dx nicht getrennt werden darf, da beiden eine selb- 
ständige Bedeutung nicht zukommt; aus diesem Grunde hat 
man hier das Zeichen d an Stelle des d eingeführt, und es ist 

()X 

102. In den gewöhnlichen Fallen besitzt eine Funktion 
von mehreren Veränderlichen ebenso viele partielle Ableitungen, 
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als Veränderliche. Diese können ihrerseits wieder partielle 
Aldeitiingen besitzen^ welche dann partieUe Ableitungen zweiter 
Ordnung heifsen u. s. w. Z. B. hat man im Fsile einer Funk- 
tion f* «= f(Xy y) von zwei Veränderlichen zwei partielle Ab- 
leitungen erster Ordnung 

fx{Xy y) und fy{x, y) 

zu betrachten. Die erste von ihnen giebt zu zwei partiellen 
Ableitungen erster Ordnung Anlafs^ die wir durch 

fxx{x,y) und fxy{x,y) 

bezeichnen, und fy f&hrt zu den beiden Ableitungen 

fyx{x,y) und fyy{x,y). 

In ähnlicher Weise erhält man die partiellen Differentiale 
zweiter Ordnung; diese sind die partiellen DiflFerentiale von 
denen der ersten Ordnung^ die unter der Voraussetzung zu 
berechnen sind, dafs die Differentiale dx^ dy - - - konstant 
bleiben. Man bezeichnet sie im Falle einer Funktion von zwei 
Veränderlichen durch die Schreibweisen: 

4 4 w = fxx (x, y) dx% dydxU = f^y {Xy y) dx dy, 
dxdyU^ fyx(x, y) dy dxy dydyU^^ fyy(Xy y) dy^y . 

und fahrt in dieser Weise fort bei den Differentialen von 
noch höherer Ordnung. Aus den vorstehenden Gleichungen 
erhält man: 

fxx{Xy y) = -"J^r f^y = dxdy ' ^' ^' ^'5 
kürzer pflegt man zu schreiben: 

Übrigens ist es unnütz beim Differentiieren auf die Reihen^ 
folge zu achten, in der man nach den einzelnen Veränderlichen 
differentiiert. Wir behaupten nämlich: 

103. Satz. Eine pmiielle Ableitung tcm beliebig hoher 
Ordnung hängt nicht von der Reihenfolge der Differentiationen ab, 
sobald die Funktion u/nd ihre Ableitungen bis zu der betrachteten 
Ordnung stetig sind. 

Man betrachte zuerst eine Funktion von zwei Veränderlichen 
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deren partielle Ableitungen erster und zweiter Ordnung existiereu 
und stetig sind. Es ist zu zeigen, dafs fxy{x, y) = /y«(^> V) is*- 
Man setze: 

Betrachtet man die Funktion der einen Veränderlichen x 

9> (^) = f(^> ^0 + *) — f(P^f Vo) ; 
dann wird: 

^=9(^0 + *) — spW; 

daher ergiebt sich aus einer bekannten Formel 

F=Äg>'(^o + ÖÄ), O<0<1. 
Es ist aber 

9>\^) = fx(x, yo + *) — U(^, Vo) 

und daher wird nach derselben Formel 

9>\x) = 1cf^y(x, yo + öl*) , < 01 < 1. 

Setzt man diesen Wert in V ein, so erhält man 

V = hTcf^'y{x^ + 0Ä, y^ + 01 Ä). 

Vertauscht man aber die Veränderlichen x und y in der 
vorhergehenden Überlegung und setzt 

^{y) = /"(^o + ^ y) — /*(^o^ y); 

so erhält man 

^= V'Cyo + *) - *(yo) = Ä;^'(yo + e'ft), < 0' < 1 , 

und daher wird 

t'iy) = /•;k + ä, y) - f^{x^, y) = Ä/-;;(a;o + e/Ä, y) 

und 

F = Wy;(^o + e/Ä,yo+.e'Ä:). 

Vergleicht man jetzt die beiden Ausdrücke für Vj so 
erhält man nach Division durch hk: 

fxy{x^ + eÄ, yo + e^Ä:) = f;,{x^ + 0/Ä, yo + O'Ä). 
Man lasse jetzt in dieser Gleichung h und h gegen null kon- 
vergieren; da die Ableitungen als stetig vorausgesetzt sind 
so erhält man 

fxyi^QV^ = fyxix^y^, w. z. bew. w. 

Es sei jetzt u eine Funktion von beliebig vielen Ver- 
änderlichen 
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Berechnet man die partiellen Ableitungen irgend einer Ord- 
nung a^ indem man der Reihe nach nach den Veränderlichen 

XaXb ' ' ' Xk diflferentiiert; so wird /*i"lj...«^ (^^^8 • * das 
Resultat. Betrachtet man diesen Ausdruck nur als Funktion 
der Veränderlichen Xk Xi imd hält deshalb die anderen Gröfsen 
fest, so kann man ihn entweder zuerst nach Xk und dann 
nach Xiy oder zuerst nach Xi und dann nach x^ differentiieren; 
man findet so die gleichen Resultate 

Differentiiert man beide Seiten nach den Veränderlichen 
XmXnXr'-'y SO wird, wcnii ß die Ordnung des so entstandenen 
Differentialquotienten ist: 

Also ist es bei einer Reihe von Differentiationen gestattet, 
die Reihenfolge irgend zweier auf einander folgender Differen- 
tiationen zu vertauschen , und folglich auch die Reihenfolge 
der Differentiationen in beliebiger Weise zu ändern. 

§ 3. Totale Differentiale. 

104. Totales Differential einer Funktion von mehreren 
Veränderlichen heifst die Sunmie ihrer partiellen Differentiale. 
Es wird dadurch bezeichnet, dafs man vor den Funktions- 
buchstaben das Zeichen d setzt. Daher wird das totale Diffe- 
rential der Funktion u = f{x^yyZ) gleich: 

du^dxU+dyU+d,u=fx{XyyjZ)dx+fy\XyyyZ)dy+f^{x,yjZ)dß 

105. Ist u = f{x) imd besitzt die Funktion die Ableitung 
Au 



^{x)f so wird -jr- = f(x) + a oder: 



Au = f(x)Ax + aAx, 

wo a mit Ax unendlich klein wird. Eine ähnliche Formel 
gilt auch für die Funktionen von mehreren Veränderlichen, 
es gilt der 

Satg, Ist u eine Fv/nktion von mehreren Veränderlichen 

Genocchi-Peano, Düf.- n. Integral-Beohnong. 9 
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M = f{xy y, 0, • • •), welche stetige partielle Ableitungen erster Ord- 
mmg besitzt, so wird: 

+ aAx + ßAy + yAje? H , 

wo tty ßy y mit AXj Ay, Ass • • • gegen nuU konvergieren, 
Ist u = f{x, y\ so wird: 

Au = f{x + Aa?, y + Ay) — /'(a?, y) 
oder: 

Am = /"(a; + Aa:, y + Ay) — f(x, y + Ay) 

+ fi^, y + ^y) — f(^, y)' 

Nun ist: 

/•(a? + A rc, y + A y) — /^(a:, y + A y) = A :r /;'(a? + e A ä;, y + A y) 

= Ax[fJ{x,y) + a], 

wo a = /"/(o; + Aä?, y + Ay) — fx\Xy y) mit Aa: und Ay 
gegen null konvergiert. Ähnlich wird: 

fix, y + i^y)-f{x, y)==AyfM y + Q'Ay)===Ay[fy'(x, y)+/3], 

WO auch ß mit Ax und Ay gegen null konvergiert. Setzt 
man dies in den Ausdruck f&r Au ein^ so kommt: 

Au == Axfx(x, y) + Ayfyixy y) + a Ao; + /S Ay, w. z. bew. w. 

Es sei nun: 

dann wird: 

Au = /*(ir + Aä;, y + Ay, z^ Az) — f(x,y, z) 

= /•(a: + Aa;, y + Ay, ^ + A^) — f{x, y + Ay, z + A^er) 
+ fi^j y + ^yy^ + A^) — /"(a;, y,z + Az) 

+ /"C^; y, ^ + ^^) — f{^y y, ^) 

oder: 

Aw = Axfxix + 0A;r, y + Ay, z + A^e?) 

+ Ay^;(^, y + e'Ay, z + A^er) 

+ A<(^,y,^ + e"A;ef); 

also wird auch: 

A« = Lx \_U{x, y, ;?) + «] + Ay [^/(aj, y, g) + fl 
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wo a, ß, y mit Aic, Ay, A^er unendlich klein werden. Dem- 
nach ist: 

Aw = t^xUix, y, z) + b.yfy{x, y, z) + t^zfJix, y, z) 

+ öf Ao? + /SAy + yA;2?, 
wie behauptet war. 

In ähnlicher Weise kann man för Funktionen von mehr 
Veränderlichen schliefsen. 

106. Aus der vorigen Formel leitet man die Regel ab, 
nach welcher man die zusammengesetzten Funktionen diffe- 
rentiiert. 

Es sei u = f{Xy yyZ,' •) und man setze für x^y^z,- * • 
Funktionen einer neuen Veränderlichen t: 

dann wird u eine Funktion von t vermöge Xy y, z^ - - - . Wir 
wollen annehmen, dafs f lauter stetige Ableitungen erster Ord- 
nung besitzt, und dafs auch %'^, %, - - ' ihre ersten Ableitungen 
nach t besitzen. Erteilt man t einen Zuwachs A^ und nennt 
AXy Ay, Az, • • • die zugehörigen Zuwüchse von x, y^ z, - - •, 
Ati den von u^ so folgt: 

Au==-f:;(x,y,z,-'')Ax+fyXx,y,z,''')Ay+f;{x,y,z,--)Az-i'-'' 

+ a Aa? + ßAy + yAz -\ 

und: 

Man lasse jetzt A^ null werden; dann werden auch Ax, Ay,*- 
und mit ihnen a^ ß^ y, • - - null. Also erhält man durch Grenz- 
übergang: 

-^=fx{^,y,i!,-)-^t+fMy,?,-)-rt+f'i'^>y'<'f-')di+" 

• • • 

und: 

du=fx{x,y,z,''')dX'^fy{x,y,Zy''')dy^f:{Xyy,z,'-)dz+''^. 

Die rechte Seite hat jetzt die Form eines totalen Differentiales 

aber in ihr sind dXy dy, dz, • • • nicht mehr Differentiale von 

9* 
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unabhängigen Veränderlichen, also willkürliche Oröfsen, son- 
dern DiflFerentiale von Funktionen einer Veränderlichen: 

dx = q>\{) dt, dy = ^'(0 dt,". 

Wäre z. B. u eine Funktion von einer Veränderlichen a^ 
so fände man: 

du =^-7- dx. 
dx ' 

eine Formel, welche bereits in Nr. 37 für die Differentiation 
der Funktion einer Funktion gefunden wurde. 

Ist 

u = x + y — z, 

, j, du ^ du ^ du ^ j j 1. 

so wird -ö— == 1, -K— = 1, -ö— = — 1 und daher: 
dx ^ dy ^ dz 

du^= dx '{' dy — dg, 
wie schon in Nr. 34 gefunden wurde. Ist femer: 

u==xyz, 

so erhält man -^ = yz, -k- = zx, -ö— == xy und daher 
(vergl. Nr. 35): 

du = yzdx -{- zxdy "{' xydz, 

Ist w = — , so wird -5— = — , -5— = =- und (Nr. 36): 

y ' dx y ^ dy y* ^ ^ 

j dx xdy ydx — xdy 
du = j- = i • 

y y y 

Für ti = a^ erhält man ^— == ya^"^, -k— =a;ylogÄ?, also 

(Nr. 41): ^ ^ 

du = yxv^ dx -{- x^ log x dy, 

107 Allgemeiner sei jetzt: 

U = f(x^X^"' Xn) 

und es seien x^x^-'-Xn Funktionen von mehreren anderen 
Veränderlichen §1 12 ' * ' Im; dann wird u eine zusammengesetzte 
Funktion der 5 vermöge der x. Um die partiellen Ableitungen 
von u nach §^ zu berechnen, muTs man S2 * * * &» ^^ ^^^^ ^^' 
nehmen und dann wird u eine zusammengesetzte Funktion 
Ton gj vermöge x^x^^- - a;„; also wird: 

du__du^dxi.du^dx^. i^^ 

dii~dx,di,'^ dx^d^ "1 ■" dx^ asi * 
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In ahnlicher Weise erhält man: 



du 


du dx^ . du 

" dxi d^ ' dx^ 


dx^ . 


du dx^ 

• • + aap, as. 


du 


du dx^ , du 


dx^ , 


aw dx^ 



Multipliziert man diese partiellen Ableitungen beziehungsweise 
mit d^^ y d%^ ; ' ' ' ^Sm nnd addiert^ so erhält man das totale 
Diffa*ential von u und, wenn man das Polynom rechter Hand 
ordnet, so erhält man: 

+ j^Xw^^' + äi:*^^« + • • • + äi;<^N- 

Die Klammem sind dabei beziehungsweise die totalen 
Differentiale der Funktionen x^x^ - * - Xny also wird: 

du = ^— dx^ + ö— dx^ + • • • + Q — dxn . 

Wieder hat die rechte Seite die Form des totalen Diffe- 
rentiales von w, wenn man x^^x^j- - - Xn als unabhängige Ver- 
änderliche ansieht. Aber in unserem Falle bedeuten dx^y dx^ • • • dXn 
die totalen Differentiale der Funktionen x, 

108. Das totale Differential des totalen Differentiales erster 
Ordnung einer Funktion von mehreren Veränderlichen heilst 
das totale Differential zweiter Ordnimg; bei der Rechnung sind 
dabei die Differentiale der Veränderlichen als konstant anzu- 
sehen. Das totale Differential des totalen Differentiales zweiter 
Ordnung heilst das totale Differential dritter Ordnung u. s. w. 

Ist z. B. u eine Funktion der beiden Veränderlichen x und 

y, so wird 

du = dxU + dyU 

nnd seine partiellen Differentiale sind: 
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dgcdu = dx^u + dxdyU 
und 

dydu = dydxU -{^ dy^u . 

Durch Addition ergiebt sich das totale Differential zweiter 
Ordnung ddu = d^u. Beachtet man, dafs 

dydxU =*= dxdyU 
ist^ so erhalt man: 

d^u = dx^u + 2dxdyU + rf/w . 

In ähnlicher Weise kann man der Reihe nach d^u • • • 
durch die partiellen Differentiale der verschiedenen Ordnungen 
darstellen. 

Mittelst einer symbolischen Bezeichnungsweise ist es leicht, 
die allgemeinen dabei entstehenden Formeln hinzuschreiben. 
Man gebe dem symbolischen Produkte: 

{dx + dy + d,'")v^ 

in welchem v eine Funktion von x^y,* - - ist, die Bedeutung 

dxV + dyV + dzV + • • • . 

Ist u eine gegebene Funktion von iP, y, • • • , so wird 

du =^ {dx -{- dy -^ dg ' ' *) u 

und es ergiebt sich, wenn man hiervon noch einmal das totale 
Differential bildet: 

d^u = {dx + dy -\ ){dx-\- dy-^- ' ' ')u. 

Diese Gleichung schreiben wir: 

d^u = (dx -\' dy -\- ' - -yu 
und erhalten allgemein 

d^'U == (da. -f dy -| yu . 

Um aus dieser Schreibweise den wirklichen Ausdruck für 
d*u herzuleiten, braucht man nur die angedeutete symbolische 
Multiplikation auszufiihren. Die successiven symbolischen Multi- 
plikationen werden nach denselben Gesetzen wie die wirklichen 
ausgeführt, als ob die Buchstaben dxdy * - - Gröfsen bedeuteten. 
Daher kann man ohne Weiteres die Leibnitzsche Formel für 
die Potenzierung eines Polynoms auf den symbolischen Aus- 
druck von d^u anwenden. 
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§ 4. Der Taylorsohe Sats 
far die Funktionen mehrerer Veränderliehen. 

109. Der Taylorsche Satz (Nr. 67) läfst sich auf die 
Funktionen von mehreren Yemnderlichen ausdehnen. Es sei 
eine Funktion der Veränderlichen x^y^z - - ' 

und man gebe den Veränderlichen zuerst die Werte x^^ ^o; ^o * * * ? 
sodann die Werte a^^ + ^ ? ^o "f" ^ > ^o + ^ ? * ' * • 
Setzt man in u 

x = XQ + ht, y = yo + Jct, = 00 + ^^7 '" 

ein, so wird u eine zusammengesetzte Funktion von t vermöge 
x^y^z . . . und es sei: 

Alsdann wird: 

J^(0) = /-(^o;yo;^o---), -F(l)=/'(^o + *, yo + «^, ^o + ^--)- 

Besitzt überdies die Funktion f(x, y, jgr . . .) alle Ableitungen bis 
zur n^^ Ordnung, so besitzt auch F(t) die successiven Ab- 
leitungen bis zu derselben Ordnung und man erhält diese 
nach der Differentiationsregel för die zusammengesetzten Funk- 
tionen; es wird: 

■p, / .V du dx . du dy . du dz . 

Nun ist aber 





dx n 

dt * 


dy 

^ dt 


7 ^^ 7 

^' dt ^' 


also erhält 


man: 








F'it)- 


dx ' 


%^+T.*+--- 


einen Ausdruck, den 


wir symbolisch schreiben können: 



dabei verstehen wir unter dem symbolischen Faktor 

dx ^ dy ^ dz ^ ^ 
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wenn wir ihn vor eine Funktion yon x^y^e.,. setzen, die 
Summe ihrer mit h^Jc^l, .,, multiplizierten ersten Ableitungen. 
Durch Differentiation von F'(t) erhalt man: 

und allgemein 

Um diesen symbolischen Ausdruck in den wirklichen überzu- 
führen, braucht man nur die angedeuteten symbolischen Multi- 
plikationen auszuführen; auch hier geschehen die symbolischen 

o o o 

Multiplikationen genau so, als ob die Zeichen ^, ^, -ö-,*- 

Zahlen bedeuteten. Daher kann man sofort alle symbolischen 
Multiplikationen auf das symbolische Polynom anwenden und 
die Bedeutung des Ausdruckes 

ir." + T," + ■ ■ )' 

nach der Leibnitzschen Formel für die Potenzierung eines 
Polynoms ermitteln. 

Hieraus erkennt man, dab F^^^iß) eine ganze homogene 
Funktion n^^ Grades yon A, £, 2 . . . ist, deren Eoefüzienten die 
partiellen Ableitungen n*" Ordnung von f{Xy y^z.,,) sind, wo 
,r, y, je? . . . die vorhin fixierten Werte Xq + ht^ yo "I" ^^7 * * * l^aben. 

Man setze jetzt in F\t), F"{f) .•• ^<*-i)(0, ^=^0; 
dann erhält man die Werte F\0), -F"(0), • • • -F<"-^^ (0), welche 
homogene Funktionen von Ä, Ä, • • • und bezw. vom Grade 
1,2, •••w — 1 sind. Ihre Koeffizienten sind die Werte der 
partiellen Ableitungen von f an der Stelle {x^^ y^, z^ • » •). Setzt 
man nun in die Mac-Laurinsche Formel: 

i^(l) = i^(0) + ijnO)+ij2^'(0) + --- + (;r:^i""-«(0) + 

+i!-p'<"'(e), (o<e<i) 

fttr F(\), F(0), F'(0), ■ • • ^<")(e) ihre Werte ein, so erhält 
™*° fi^o + ^> ^0 ~f" ^> ■ ") durch ein endliches Polynom aus- 
gedrückt, dessen erstes Qlied f{xQ, y^, "o- • •) ^^ ^"^*^ dessen 
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folgende Glieder aufser dem letzten ganze homogene Funk- 
tionen 1*^, 2*®°, • • • w — 1*®" Grades von h^Jc,l - - - sind, deren 
Koeffizienten die Werte der partiellen Ableitungen an der 
Stelle (^o^yo^^o'") ^^^' -^^^ letzte Glied, der Best, ist eben- 
falls eine ganze homogene Funktion n^^ Grades von hylCyl^-y 
ihre Koeffizienten hängen aber noch von diesen Gröfsen ab 
und sind die Werte, welche die partiellen Ableitungen w*®' Ord- 
nung fär die Mittelwerte der Veränderlichen: 

a?o + ÖÄ, yo + ÖÄ, . • . 
annehmen. Der Satz gilt, wenn alle Ableitungen von f bis 
zur n^^ Ordnung in der Umgebung der Stelle (^Tq, ^q, • • •) stetig sind. 
Reduziert sich beispielsweise die Anzahl der Veränder- 
lichen auf 2, und setzt man successive w = 1, 2, • •, so erhält 
man die Formeln: 

/"(^o + *. ^0 + *) = 

= A^o, yo) + [Ä/* K + öÄ, yo + öÄ) + Ä/"/(^o + öÄ; vo + e*)] 

/*(^o + *7 yo + *) =/"(^o; yo) + Wxi^oy Vo) + ¥/(^o; Vo)] 

+ ^ [AY;;(a:o + eÄ, yo + e«^) + 2hkf:y(x, + OA, j^o + Ö*) 

+ *Yyy(^o + ÖA, tfo + et)], u. s. w. 

Ist f(x, y,' ' ') eine ganze Funktion p^^ Grades der Ver- 
änderlichen, so wird, wenn man die Taylorsche Formel filr 
» = j) + 1 anwendet, der Rest null; denn alle partiellen Ab- 
leitungen p + 1*«' Ordnung sind null. Man erhält auf diese 
Weise die Entwickelung von f(xQ + A, y^ + t, • • •) in ein end- 
liches Polynom, nach Potenzen von h^Tcy- - -, Umgekehrt, sind 
alle p + 1*®** Ableitungen einer Funktion null, so ist sie eine 
ganze Funktion p^^ Grades. 

Wenn der Rest mit unbegrenzt wachsendem n die Grenze 
null hat, so wird die linke Seite in eine unendliche Reihe 
entwickelt. Setzt man: 

A w = /"(a; + Ä, y + Ä, . . .) — f{Xy y, • • •) 
und 

Ä = dXy Je = dy, • • • , 

so reduzieren sich die einzelnen Glieder der Reihe nach auf 

du d*u d^u j 1 ..,. 

— , — . — , • • • und man erhalt: 

. du , d*u , d^u , 



y 
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Setzt man in der Taylor'schen Formel: 

^0 = 0, yo = 0, • • • 

so erhält man eine Formel, die eine Verallgemeinerung der 
Mac-Laurinschen auf Funktionen von mehreren Veränder- 
lichen ist. 

§ 5. Im.plicite Funktionen. 
Gleichung zwiischen zwei Veränderlichen. 

110. Eine Funktion von einer oder mehr Veränderlichen 
kann analytisch gegeben sein, indem die Operationen vor- 
geschrieben sind, die man auf die unabhängigen Veränderlichen 
anwenden mufs um die Funktion zu erhalten; sie heilst dann 
explidte gegeben oder eine explidte Funktion. Sie kann andrer- 
seits durch Gleichungen bestimmt sein, welche sie mit den 
unabhängigen Veränderlichen verbinden; in diesem Falle heilst 
sie implicite gegeben oder eine implicite Funktion, Wir werden 
untersuchen, unter welchen Bedingungen eine oder mehrere 
Gleichungen zwischen den Veränderlichen irgend eine von 
diesen als Funktion der übrigen bestimmen können; ist dies 
der Fall, so bleiben dann die Natur und die Eigenschaften der 
so erhaltenen Funktionen zu studieren. 

Satz, Es sei f{x, y) eine Gleichung zwischen den zwei Ver- 
änderlichen X und y und es sei Xq^ y^ ein Wertepaar der Ver- 
änderlichen, für welches f(xQ, y^) = ist Ferner seien die 
Funktion f und ihre partiellen Ableitungen erster Ordnung in 
der Umgebung der Stelle (Xq, yj stetig und endlich sei fyix^y y^ 
nicht nuU; alsdann giebt es eine ^mä\im%m fliwr Funktion y von x^ 
y = g>(x), die in der Umgebung der Stelle x = Xq der vorgelegten 
Gleichung genügt, sodafs dort identisch für jedes Xy f{Xy q)(x)) = 
wird, und dafs sie für x = Xq den Wert y^ annimmt. Diese Funk- 
tion y=fp(x) ist stetig tmd besitzt eine bestimmte, endliche Ableitung. 

In der That, es seien \ und \ zwei positive Zahlen, 
die so klein sind, dafs für jedes x zwischen Xq — \ und 
Xq + \ und für jedes y zwischen y^ — \ und y^ -f- k^ die 
Funktion f und ihre beiden ersten Ableitungen stetig sind. 
Man kann \ und k^ gleichzeitig so klein annehmen, dafs 
fxXxy y) absolut kleiner als eine feste Zahl A ist und dafs 
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fy{Xj y)j dafs für x = x^^ y = yo nicht versehwindet, immer 
absolut gröfser als eine endliche Gröfse B ist. Wir können 
sogar Äh^K B\ annehmen. 

Greift man auf die Taylorsche Formel zurück und be- 
achtet, dafs f{xQy yo) = ist, so erhält man: 

(0 < e < 1). 

Nimmt man in dieser Formel | ä | ^ A^ und | i | = äj^, so ist 
Xq + 0Ä zwischen Xq — \ und x^ + \ und y^ + ÖÄ zwischen 
Vq — ^1 nn^ yo "I" ^ enthalten; daher wird: 

I /x'(^o + ÖA, yo + OÄ) |< ^, I Vx (^0 + ÖA, yo + ^Tc)\< \A. 

Andrerseits ist immer | kfy(xQ + GA, yo + QJc) | > äj^B und 
daher wird in dem Ausdrucke für f(xQ + A, y^ + Ä), in den 
für A und k irgend welche den eben festgesetzten Bedingungen 
entsprechende Zahlen zu setzen sind, der erste Summand 
absolut kleiner als der zweite; folglich hat ihre Summe das 
Vorzeichen des zweiten Gliedes. Dieses wechselt aber sein 
Vorzeichen je nachdem man Je = -\-\ oder = — \ setzt, denn 
sein erster Faktor thut dies, und der zweite fy{xQ + 6A, y© + 6*) 
behalt bestandig sein Zeichen. Nun ist aber /"(^o + Ä? yo+^)> 
als Funktion von k betrachtet, stetig und nimmt Werte von 
entgegengesetztem Vorzeichen an, je nachdem man k die Werte 
+ \ oder — k^ erteilt. Also wird f(xQ + A, yo + k) null für 
einen Wert k zwischen + Ä^ und — k^ . Er wird aber bei 
festem A auch nur für einen einzigen solchen Wert null; denn 
aus den Gleichungen: 

f(^o + Ä, yo + *) = und f{xQ + A, yo + k') = 

würde nach dem Satze von Rolle folgen, dafs für ein k'' 
zwischen k und k' auch fy\xQ + A, yo + k") == würde. Dies 
ist aber ausgeschlossen, da fy(Xy y) für kein Wertepaar in 
unserem Intervalle verschwindet. 

Sieht man also die oben ausgesprochenen Bedingungen 
als erfüllt an, so giebt es zu einem willkürlich zwischen 
Xq — \ und Xq + AjL fixierten Werte x immer einen und nur 
einen Wert y zwischen y^ — k^ und yo + ^i, welcher der 
Gleichung f{Xj y) = genügt und für a; = rz^o den Wert y = yo 



140 Viertes Kapitel. 

annimmt. Die Gresamtheit . dieser Werte y bildet aber auch 
eine stetige Funktion, da die Werte von y sich von y^ um 
weniger als \ unterscheiden und \ beliebig klein gemacht 
werden kann. 

111. Die Funktion y von x^ die auf die vorstehende 
Weise aus der Gleichung f{Xj y) »= bestimmt ist, besitzt an 
der Stelle x ^^ Xq eine Ableitung. Denn giebt man x den 
Wert iTo + Ä und. nennt j/o "f" ^ ^®^ zugehörigen Wert von y^ 
so wird: 

/•(a^o + Ä, yo + *) = 

oder 

hfJix^ + BÄ, yo + e*) + Ä/iX^o + ÖÄ> yo + Ö*) = 0. 
Also folgt: 

Läfst man h jetzt null werden, so wird auch h null; denn y 
ist eine stetige Funktion x. Femer wird für verschwindendes h: 

limfJ(Xo + ÖÄ, yo + ÖÄ) = fJ(xQ y^) 
und 

lim /-/(a^o + eA, yo + e*) = fy{x^y^) + 0. 

Mithin konvergiert -^ gegen einen bestimmten, endlichen Grenz- 
wert und es wird: 

,. lc_ dy 4X^0 7 yp) 

Erteilt man rr irgend einen anderen Wert und nennt y 
den zugehörigen Funktionswert, so wird immer, so lange 
fy{x^ y) nicht null ist: 

dy 4' ( ^> y) 

und daher ist die Ableitung als Funktion von x und y aus- 
gedrückt, wobei y selbst eine wohlbestimmte Funktion von x ist. 
Sind auch die folgenden partiellen Ableitungen von f(Xy y) 

stetig, so kann man ,- von neuem diflPerentiieren, indem man 

es als eine vermittelst y zusammengesetzte Funktion von x 
betrachtet. Indem man so fortfahrt, erkennt man, dafs die 
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Funktion y die successiven Ableitungen besitzt und hat ein 
Mittel sie zu bestimmen. 

Man konmit aber leichter zum Ziele^ wenn man beachtet^ 
dafs f{x, y) durch Substitution der oben definierten Funktion 
y von X eine vermittelst y zusanmiengesetzte Funktion von x 
wird^ die bestandig den Wert null hat. Also ist auch ihre 
Ableitung null und man hat: 

^^ 4. ^ ^ = 
d x"^ d.y dx 

Die linke Seite dieser Gleichung ist eine Funktion von drei 

Gröfsen x. y^ -—-y die ihrerseits bestimmte differentiierbare 

Funktionen von x sind^ man erhält daher durch nochmalige 
Differentiation: 



05* ' dx^ dx ' dy* \dx) ' ^y dx^ 



d 



Indem man so fortföhrt^ erhalt man Gleichungen^ aus denen 

sich die Werte ^, ^-^, • • • berechnen lassen. Diese sind aber 

auch nicht illusorisch^ da der Koeffizient der Unbekannten 
dl 
dy 



immer tJ- und daher nicht null ist. 



§ 6. Gleiehung xwisohen mehreren Veränderlichen. 

112. Allgemeiner gilt der: 

Satz. Es werde eine QUichwng f(xi,x^'"Xm,x)=^0 zwischen 
den m + 1 Veränderlichen x^, x^ - - - Xmy x durch das Wertsystem 
»1, «8 • • • «m; a der Veränderlichen erfüllt^ tmd es sei in der 
Umgebung dieses Wertsystems die Funktion f nd>st ihren sämt- 
lichen ersten Ableitungen stetig; endlich werde für die Werte a 
die Äbleiitmg von f nach x nicht nuM; da/nn giebt es eine und 
nur eine Funktion X = <p(Xi, '" Xm) derVeränderlichen x^^x^--- Xm, 
die in der Umgebtmg der Stelle a^y- * - am definiert ist, und die 
in die Gleiehtmg /*:== an Stelle von x eingesetzt sie identisch 
für dUe Wertsystems der Veränderlidmi erfiMt; die Funktion 
ist stetig, und nimmt ow der Stelle a?i = o^ • • • 0?^ • • • «m den 
Wert a an, überdies besitzt sie die partiellen Äbleitimgen erster 
Ordnung. 
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In der Tliat, man hat: 

/'(«i+Äi?Ö2+*2?-ö^m+Äm,a+Ä)=Ai/'arl (ai+eÄi^ag+eAgj-a+eA) 

+hf^ (ai+eAi,a2+0Ä2,-a+0A) 



+A»/J^K+0Äi,a2+0Ä3, ... a+OÄ) 

+hfj (ai+0Äi,a2+0Ä3,...a+0Ä). 

Man nehme an, dafs für alle Werte x^^, x^- - ' Xmj Xy die be- 
ziehungsweise in den Intervallen enthalten sind: 

\f^\<A^, \f^\<A^y'-\fx^\<An und \fJ\>A seien, 
und dafs die Zahlen \, Ä„ • • • h^ so klein gewählt sind, dafe 

I A^\ + Ä^Tc^ -\ f- Amkm I < Ah 

wird. 

Wenn in dem Ausdruck für 

f{a^ + Äi, o^ + Äg, . • • a^ + Am, a + Ä) 

die Gröfsen h^^h^y ' - • Kn absolut kleiner als die festen Gröfsen 
JcijJc^y ' ' , km gewählt werden, und wenn man A die beiden 
Werte + k und — k giebt, so ist die Summe der ersten 
m Glieder jenes Ausdruckes immer absolut kleiner als das 
letzte; daher erhält die Summe aller m + 1 Glieder das Vor- 
zeichen des letzten Gliedes. Da nun fj ein konstantes Vor- 
zeichen behält, so wechselt das letzte Glied und mit ihm die 
Summe ihr Vorzeichen, wenn man A die beiden Werte + k 
und — k erteilt. 

Daher ist /*(«! + A^, • • • a^ + A,», a + A) eine stetige 
Funktion von A, welche ihr Zeichen ändert, wenn man A die 
beiden Werte + k und — k erteilt; sie verschwindet daher 
für einen mittleren Wert A, dessen Betrag kleiner als k ist. 
Sie verschwindet aber auch nur fQr einen einzigen solchen 
Wert, solange h^,\' - - hm fest bleiben; denn wäre sie für die 
beiden Werte A' und A" von A = 0, so müsste ihre Ableitung 
nach A für einen Wert A"' zwischen A' und A" verschwinden, 
oder es wäre fx'ifh + ^i, • * * <^ + *t», et + Ä'") = 0. Dies ist 
aber ein Widerspruch, weil fj in der Umgebung von 

(%, Og, • • • am, a) 
überhaupt nicht verschwindet. 
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Demnach kann man einen Yariabilitatsbereich für 

abgrenzen^ der Art, daTs zu jedem Wertsysteme dieser Ver- 
änderlichen in ihm ein und nur ein Wert x gehört, der 
zwischen a — Je und a -\- Je enthalten ist. Da man nun Je be- 
liebig klein annehmen kann, so ist die Funktion auch stetig 
und nimmt an der Stelle 

^1 = ^ly ^2 = ^2? • • • ^w» = ^m 

den besonderen Wert a an. 

113. Die so definierte Funktion x der Veränderlichen 
oc^y x^y " ' Xm besitzt für die Werte der Veränderlichen, welche 
in den betrachteten Intervallen enthalten sind, alle partiellen 
Ableitungen erster Ordnung. Man braucht ja nur x^, • ^ - Xm 
konstant anzunehmen, dann wird x eine implicite Funktion 
der einen Veränderlichen x^] wir kommen daher auf den in 
Nr. 110 und 111 betrachteten Fall und erhalten diese Ab- 
leitung aus der Gleichung 

df . ^Z* ^^ ^ Q 

In ähnlicher Weise sind die übrigen partiellen Ableitungen 
gegeben durch die Gleichungen 

_a/ , a^a^^Q df . df dx ^^^ 

dx^ ^ dx dXf ' dx^ "^ dx dx^ 

Aus ihnen erhält man die partieUen Ableitungen ausgedrückt 
durch die Veränderlichen x^, x^y - " Xm und durch die Fimktion x. 
Besitzt die Funktion f auch die partiellen Ableitungen 
höherer Ordnung, so wird auch x eine Funktion von 

welche die partiellen Ableitungen der entsprechenden Ordnung 
besitzt; man findet diese, indem man die Ausdrücke für die 
ersten Ableitungen von neuem diflferentiiert. 

Nachdem man aber ihre Existenz erkannt hat, kann man 
einfacher verfahren und jede der m vorstehenden Differential- 
gleichungen nach allen unabhängigen Veränderlichen differen- 
tiieren. Man erhält so die Gleichungen 
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^a?!* ' dxdx^ dx^ "^ dx^ \dxj ~^ dx dx^* ' 



ay a£ , ay dx\ , 

dxdxi dx^ ' a^a^i .a«!/ '" 

, aV d^ dx_ . a£ d*x ^ 

"* aaj* a^Bi dx^ ' a« dx^dx^ ' 



aus denen man die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung 
berechnen kann, u. s. w. 

§ 7. System von swei Gleiehungen Ewisehen drei 

Veränderlichen. 

114. Es sei ein System von zwei Gleichungen zwischen 
.drei Veränderlichen gegeben 

F{x, y, e) = 0, f{x, y,z) = 

und wir wollen voraussetzen^ dafs es von den Werten a?^,^o? ^o 
der Veränderlichen erfallt wird. In der Umgebung von {x^^ y^, z^ 
seien überdies F^ f und ihre ersten Ableitungen stetig. Wir 
wollen untersuchen, ob diese Gleichungen in einem x^ ent- 
haltenden Intervalle y und x als Funktionen von x bestimmen 
können. 

Man beachte zunächst, dafs die erste Gleichimg, sobald 
Fg(xQ, y^y Zq) nicht nuU ist, eine Funktion von x und y 

bestinmit: 

= q>{x,y)y 

welche in der Umgebung der Stelle (x^y y^) definiert ist und die 
Gleichung F{Xy y, ip(Xy y)) == fiir alle Werte x, y identisch 
erfüllt; sie ist zudem stetig und es wird Zq = <p(o0o7 Vo)] ®^^" 

a^r /i SS 

lieh besitzt z auch die partiellen Ableitungen ^ und g— . 

Setzt man in die zweite Gleichung /* *= für die so 
definierte Funktion von x und y, so entsteht eine Gleichung 
zwischen x und y, f{x, y, <p{^y !/))*= 0; setzt man: 

so wird %(x,y) = 0, Die linke Seite dieser Gleichung ist 
eine stetige Funktion von x und y, und das Gleiche gilt fttr 
ihre Ableitungen 

dx dx ' dz dx^ dy dy ' dz dy 



I 
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Die Gleichung ^ = wird aber . auch von dem Wertepaar 
Xq y^ erfüllt; denn es wird: 

S(^o? yo) = fipoy yo7 <P(^o Vo)) = fip^oy Voy ^o) = 0. 

Ist daher ^ nicht null, so giebt es eine und nur eine Funk- 
tion y Ton X 

y = ^(^)? 

welche in der Umgebung von x = x^ gegeben und stetig ist, 
die für x = x^ den Wert y^ annimmt und der Gleichung 
%{Xy ^(x)) = genügt und eine Ableitung besitzt. Man setze 
endlich 9(^2^, ^(^)) = z(^); dann wird auch z = %{x) eine in 
der Umgebung von x und Xq definierte, stetige und differentiier- 
bare Funktion, und es wird 

%(^o) = 9(^0; ^«j) = 9(^0 yo) = be- 
setzt man endlich in die vorgelegten Gleichungen F =0 und 
/* = 0, für y und z die Funktionen ^ und % von x ein, so er- 
hält man: 

F(x, t{x), x(^)) = F[^^ t{x), fp(x, il;(x))] = 0; 

denn es wird F[Xy y, fp(x yj] = 0, welches auch x und y sein 
mögen. Aufserdem wird aber auch 

f(x, i^{x), xix)) = f\x, t{x), ifix, t(x)y] = %(x, t{x)) = 0. 

Die vorgelegten Gleichungen bestimmen also, wenn 

cz cy 

an der Stelle {xq y^ z^ nicht verschwinden, zwei stetige Funk- 
tionen y = iif(x) und z = x{x)} welche für x = Xq die Werte y^ 
und Zq annehmen, die den beiden gegebenen Gleichungen ge- 
nügen und eine Ableitung besitzen. 

Da die Funktionen 9 und ^ die einzigen sind, welche 
den vorstehenden Bedingungen genügen, so gilt das Gleiche 
för 1^ und %- 

Die Bedingung —^ =^0 läfst sich auch durch die Ablei- 
tungen der Funktionen F und /* ausdrücken, man hat 

^ = 1/^ I IZi^. 
dy ^^ ^y dz dy ' 

Oenoccbi-Peano, Diff.- u. lutogral-Beclmung. 10 



Man erhält daher 
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dftbei ist ^ durch die Gleichung definiert 

dy "^ dz dy 

d% dy dz dz dy 

dy ~ dF_ 

dz 

land die Bedingungen -0— =4= und o^ =4= kommen zurück 

auf diese 

df df 



dF ,^ , df dF df dF 

dz ' dy dz dz dy 



dy dz 
dF dF 
dy dz 



4=0. 



Aber es ist schon die zweite Bedingung für die Existenz der 
Funktionen ^ und % ausreichend; in der That, wäre die Deter- 

minante nicht null, aber -0— = 0, so könnte nicht -0- = 

^ dz ^ dz 

sein und man brauchte nur die beiden Gleichungen mit ein- 
ander zu vertauschen. 

116. Der Beweis, welcher soeben für die Existenz der 
Ableitungen der Funktionen y und z Ton x gegeben wurde, 
gestattet auch diese zu finden. 

Auf die oben angegebene Weise ergeben sich die Ablei- 
tungen ausgedrückt durch x, y, z. Besitzen F und/ auch die 
höheren partiellen Ableitungen, so kann man die erhaltenen 
Ausdrücke diflferentiieren und findet so auch die zweiten und 
höheren Ableitungen von y und z nach x. 

Aber nachdem die Existenz dieser Ableitungen erkannt 
ist, erhält man sie schneller, wenn man an Stelle von y und z 
ihre Ausdrücke als Funktionen von x in F{x, j/, z) und 
fix, y, z) einsetzt, und beachtet, dafs so zwei Funktionen ent- 
stehen, deren Wert beständig null ist, und deren Ableitungen 
daher ebenfalls verschwinden. Diflferentiiert man nach der 
Regel für zusammengesetzte Funktionen, so erhält man: 

dF ■ dF dy . dF dz ^^ 
dx ~^ dy dx~^ dz dx ' 

dlid£dy,dl di^Q 
dx ~^ dy dx ' dz dx 
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Ans diesen Gleichnngen kann man -~^ und ^ , die in ihnen 

linear auftreten^ berechnen; denn die Determinante^ welche aus 
den Koeffizienten der Unbekannten gebildet ist, verschwindet 
nicht nach Voraussetzung. Differentiiert man noch einmal, so 
erhält man: 



X* ' dxdv dx ' dy* \dx) ' dxdz dx ' dvdz dx da; ' 






dy 



' dz^ \dxl "•*" av dx^ "r- 



dyd 
dFd*z 



0. 



dy dx^ ' dz dx* 
Nimmt man zu dieser Gleichung die analoge, in welcher JE 



d*y 
5«* 



durch f ersetzt ist, so. erhalt man zwei Oleicbongen für 

, d^z 
und j— , u. s. w. 

Die vorstehende SchluTsweise läfst sich verallgemeinern 
und auf die allgemeinste Frs^e anwenden, welche maa bei den 
impliciten Funktionen zu behandeln hat. 



§ 8. System von n Gleichungen 

Verändeirliohen. 



w + « 



116. Es werde ein System von n Gleidmngen stoischen 
m -\- n Veränderlichen 



durch die Werte 



fn{x^'-'Xmyi •••y,) = 



a. 



«m, 61 • • • 61 



der Veränderlichen erfüUt; die Funktionen f^- ' 'fn n^st ihren 
sämäiehen partiellen JMeihmgen erster Ordnung seien in der 
Umgebung der SteUe (»!••• a«, ft^ • • • 6^) stetig; schHefslich sei 
die Determinante: 



J = 



»y. 


^y. 


sy. 


dft 


SU 


du 


»fn 


Sfn 


«/. 



^Ä Ht 



^y, 



10' 
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(m jener Stelle nicht null. Alsdann gieht es ein •wab^itms^^ 
System von Funktionen y der Vercmderlichen x: 

welches in der Umgebung der Stdle a^- » - am bestimmt ist und 
welches die Gleichungen /i = 0, ••/*„ = identisch für unab- 
hängige Veränderliche x erfüllt; J/i • • • yn sind stetige Funktionen, 
die am der Stelle a^ • - - am die Werte h^ • - -hn annehmen und 
alle ersten Ableitungen besitzen. 

Die Determinante J, welche aus den partiellen Ableitungen 
von fi ' • ' fn nach «/i • • • j/n gebildet ist, heifst die Funktional- 
determinante oder Jacöbische Determinante der Funktionen f in 
Bezug auf die* Veränderlichen y. Ist w = 1, so reduziert sie 
sich auf ein einziges Element, die Ableitung der linken Seite 
der einzigen Gleichung nach der Veränderlichen, welche man 
zur Funktion wählen will. Für diesen Fall ist der Satz schon 
in Nr. 111 bewiesen. Der Satz wird daher allgemein bewiesen 
sein, wenn unter der Annahme seiner Richtigkeit fär ein 
System von n — 1 Gleichungen seine Gültigkeit auch für n 
Gleichungen gezeigt wird. 

Ist e7=4= 0, so können die Elemente der letzten Vertikalreihe 

nicht alle verschwinden. Es sei daher ö-^4=0; alsdann be- 
stimmt die Gleichung: 

fn{x^X^ • • -Xmyi • • -y«) =0 

eine und nur eine Funktion y« von x^ - - - Xm, Vi • • • Vn—i 

yn = q>{x^ "'Xm, yi •• -y^-i) 

in der Umgebung der Stelle (a^ • • • a«, 6^ • • • bn-i), welche der 
Gleichung fn = genügt, stetig ist und die ersten partiellen 
Ableitungen besitzt; überdies ist: 

bn = 9(^1 • • • Ow, &i • • • bn-l)' 

Setzt man an Stelle von y» die Funktion 9 in die Glei- 
chungen /*j = 0, • • • fn—i = ein, so entstehen n — 1 neue 
Gleichungen zwischen den Veränderlichen x^ - - - Xmy^ - ' • yn—i, 
die wir schreiben können: 

F, = 0, i?; = 0, . . . Fn-.i = 0. 
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Dabei bedeutet: 

i = 1, 2, 3, • • • « — 1. 

Diese n — 1 Gleichungen zwischen m -\- (n — 1) Veränder- 
lichen sind an der Stelle («i • • • dm, 6i • • • 6»— i) erfüllt; denn 
es ist: 

Die Funktionen F sind stetig und besitzen die partiellen 
Ableitungen erster Ordnung; denn sie sind vermöge q> zu- 
sammengesetzt; 9 ist aber stetig und besitzt die partiellen 
Ableitungen. Überdies hängt die Jacobische Determinante 
von ly wie wir jetzt sehen werden, von der von f ab. 

Wir addieren in der Determinante J zu den Elementen 
der 1*®°, 2*®**, • • • n — l*®*^ Kolonne die der letzten, nachdem 

• • i_ • i. • •! GW VW dw !•• T • _i 

wir sie beziehungsweise mit -^ , -k^- , • • • ^ — ^-— multipliziert 
haben; wir erhalten so: 



J= 



^fi I ^fi ^^ ^f^ 



dy^_^^ dy^ ^2/„_i' ^y, 



^yi "*" ^y« ^yi ' ^yt ^y« ^y« ^ 



T- 



^y»-i ^y« ^y«-i' ^y« 

Differentiiert man die Funktion Fi (i = 1, 2, • • • w — 1) nach 
der Veränderlichen yj (j = 1, 2, • • • w — 1), so erhält man: 

^yj ^yj ^yn ^yj ^ ^ 

Differentiiert man die Fimktion 0, die aus fn entsteht, wenn 
man fQr y« die Funktion q) einsetzt, so wird: 

^yi "^ ^y« ^yi ' * " ^y«_i "^ ^y« ^y«--i 

Daher wird: 
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dj\ dl\ 



dyi 8y, 











Sfn 







^y. 






dF, 

»Vi 


dFt 


»K-1 


»K-x 



^Vi 



^»n-l 



Nennt man also cT die Fanktionaldeterminante der F, so wird 



du 






Da nun « — nieht null ist, und ebenso J nicht verschwindet, 

so hat auch eT einen bestimmten endlichen Wert, der ron 
nuU verschieden ist. 

Demnach genügen die Gleichungen jF^ = 0, • • • jF«— i = 
allen in dem Satze angegebenen Bedingungen, und ihre Zahl 
ist n — 1. Für diese Zahl ist aber der Satz als erwiesen 
angenommen, also giebt es ein und nur ein System von 
Funktionen 

welches in der Umgebung der Stelle («i • • • drn) definiert ist; 
die ^ sind stetig, besitzen alle ersten Ableitungen und ge- 
nügen den Gleichungen F =0, Es wird also für alle x\ 

welches auch die Werte der x sein mögen. 
Setzt man in: 

Vn = 9>K • • • ^m, yi • • • y«-i) 

die Werte der y als Funktionen der x ein, so wird 

SO wird auch y» eine stetige Funktion der x, die sämtliche 
Ableitungen erster Ordnung besitzt. 
Daher sind die Funktionen 

Funktionen der x, welche in der Umgebung der Stelle a^'^'CL„^ 
definiert, stetig und nach allen x differentiierbar sind; sie 
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nehmen an der Stelle («i • • ««) die Werte 6^ • • • 6« . an und 
genügen den Gleichungen /"= 0; denn fftr t ==i: 1, 2, • • • n — 1 
hat man: 

fi(Xi''-Xm,i^l'''tn-l,tn)=fiiXi''Xrnyti'''tn-lyq>(Xi^^^ 

und für i = n: 

fn(Xi'''Xtnyti"'ifn)=fn{Xi'''Xm,tl;^'-'ll^n-lf(p(Xi'-Xrny^^^^ 

Also sind alle Behauptungen N^des Satzes erwiesen. 

117. Der Existenzbeweis für die Ableitungen der ^ ge- 
stattet auch sie zu finden; aber^ nachdem ihre Existenz erkannt 
ist, kann man sie leichtßr auf folgende Weise ermitteln. Setzt 
man in die linken Seiten der n gegebenen Gleichungen f=0 
für die y die Funktionen ^ ein, so entstehen lauter Funktionen 
von X, welche den konstanten Wert null haben. Daher sind 
auch ihre Ableitungen null und diese lassen sich nach den 
Differentiationsregeln für zusammengesetzte Funktionen finden. 
Durch Differentiation nach Xi ergiebt sich: 

^ _|. ^ a^i , ^ 4 aj^ j I ^ ?^ _, 

dx. dyi dx^ ' äy, ^a;,. ' ' dy^ dx^ 

Dies ist ein System von n linearen Gleichungen mit den Un- 
bekannten 

• '■ ■■■— • • • i ■ ■■ 

dx^^ dx.^ dx^ ' 

und diese n Unbekannten lassen sich berechnen, da die 
Determinante ihrer Koeffizienten die Jacobische Determinante 
und daher nach Voraussetzung nicht null ist. Setzt man 
i = 1, 2, • • • m, so entstehen m Gleichungssysteme, aus denen 
man alle partiellen Ableitungen erster Ordnung berechnen 
kann. Sie drücken sich aus durch die partiellen Ableitungen 
erster Ordnung von den /", die ihrerseits wieder von den un- 
abhängigen Veränderlichen x und von deren Funktionen y ab- 
hängen. Besitzen die f auch die partiellen Ableitungen höherer 
Ordnung, so gilt Gleiches von den y und man könnte deren 
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Ableitungen durch successive Differentiation der für die ersten 
Ableitungen erhaltenen Ausdrücke bekommen. Man verfahrt 
aber einfacher, wenn man die vorigen Gleichungen differentiiert 
und die so entstehenden Gleichungen nach den Ableitungen 
höchster Ordnung, die auftreten, auflöst. 

§ 9. Bildung von DifferentialgleiolLungen. 

118. Eine Gleichung zwischen den unabhängigen Ver- 
änderlichen, ihren Funktionen und deren Ableitungen heifst 
eine Differentialgleichung. Man unterscheidet gewöhnliche und 
partielle Differentialgleichungen, je nachdem die Ableitungen 
von Punktionen einer einzigen oder mehrerer Veränderlichen 
gebildet sind. Femer heifst bei einer Differentialgleichung mit 
nur einer unabhängigen Veränderlichen und einer Funktion 
von ihr die Ordnung der Gleichung die höchste Ordnung, welche 
bei den Ableitungen auftritt. 

Ist y eine Funktion von x, welche implicite durch die 

Gleichung 

f(x, y) = 

gegeben ist — ein Fall, auf den sich die expliciten Funktionen 
zurückfuhren lassen — , so erhält man durch Differentiation 
nach X die Differentialgleichung erster Ordnung 

^ 4_ ^ ^^ = 

dx ^ dy dx 
Ihr genügt die Funktion y und sie dient uns dazu, die Ab- 
leitung ^ zu bestimmen. Durch weitere Differentiation dieser 

Gleichungen erhalt man Differentialgleichungen höherer Ord- 
nungen (Nr, 111). 

Indem man die ursprüngliche Gleichung mit irgend einer 
ihrer Differentialgleichungen kombiniert, kann man andere 
Differentialgleichungen ableiten, die sämtlich von der Funktion 
y befriedigt werden. Von der Willkürlichkeit einer solchen 
Kombination kann man Gebrauch machen, um einfache oder 
einem bestimmten Zwecke entsprechende Gleichimgen zu erhalten. 

Ist zum Beispiele 

und X eine Funktion von Xj m eine gegebene (rationale oder 
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irrationale) Konstante^ so entsteht durch Differentiation die 
Gleichung 

Multipliziert man diese mit X und berücksichtigt die gegebene 
Gleichung^ so erhält man 

Zy'= myX\ 

eine Differentialgleichung erster Ordnung, in der die m^ Potenz 

von X nicht auftritt. 

Es sei femer: 

y = arc sin X] 
dann wird: 

y'= , oder y' Vi — x^ = 1, 

eine Differentialgleichung erster Ordnung, in welcher die 
transcendente Funktion arc sin x nicht auftritt. Wenn man 
noch einmal differentiiert, kann man auch das Wurzelzeichen 
fortschaffen; man erhält: 

y"yr=r^^ — / "^ =0 

^ ^ ^ yi — x^ 

oder 

y'\l—a^)-y'x = 0. 

Dies ist eine Differentialgleichung zweiter Ordnung, deren 
linke Seite linear und homogen in y' und y" und wenigstens 
ganz und rational in x ist. 

119. Durch Kombination der gegebenen Gleichung mit 
den aus ihr durch Differentiation entstehenden kann man Kon- 
stante herausschaffen, die in der gegebenen Gleichung aufbraten 
und auf diese Weise Differentialgleichungen ermitteln, denen 
nicht nur von der betrachteten Funktion y, sondern auch von 
allen den Funktionen y genügt wird, die aus der gegebenen 
Gleichung entstehen, wenn man den Wert der Konstanten 
ändert, von denen die Differentialgleichung frei ist. 

So definiert die Gleichung: 

(1) (^_a)2 + (y_6)a_r« = 

bei orthogonalen Koordinatenachsen x, y einen Kreis, und sie 
definiert gleichzeitig y implicite als Funktion von x. Durch 
Differentiation erhält man 

(2) (x-a)-{-iy-b)y'=0. 
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Dies ist eine Differentialgleiclning erster OrdnuAg, welche den 
Parameter r nicht mehr enthält. Andrerseits kann man durch 
Kombination von (1) und (2) a eliminieren und erhält: 

(y - 6)« (1 + y'*) - »^ = 0. 

In ähnlicher Weise könnte man auch h eliminieren. Will man 
aber gleichzeitig mehrere Konstante eliminieren, so differen- 
tiiere man (2). Man erhält: 

(3) l+y'»+(j,_6)y"=0. 

In dieser Gleichung fehlen a und r. Differentiiert man noch 
einmal, so wird: 

(4) 3yy'+(y-6)/"=0 

und aus (3) und (4) erhält man durch Elimination von b oder 
besser y — b schliefslich 

(5) (l+y'«)y"'-3yy'» = 0. 

Dies ist eine Differentialgleichung dritter Ordnung, welcher 
jede Funktion y von x genügt, die durch (1) definiert ist) 
welches. auch die Werte von a, b und r sein mögen. 

Ähnliche Eliminationen kann man bei den Systemen ge- 
wöhnlicher Differentialgleichungen oder bei partiellen Differen- 
tialgleichungen, ausführen, wie wir solche in den Nrn. 113, 
115, 117 erhalten haben. 

120. Behandelt man aber partielle Differentialgleichungen, 
so kann man nicht nur Konstante, sondern auch Funktionen 
eliminieren. Es sei z. B.: 

F(u, v) = 

eine Gleichung zwischen u und v und es seien u und v ge- 
gebene Funktionen von drei Veränderlichen x, y, jer. Dann 
haben wir eine Gleichung zwischen rc, y und jgf, welche — wie 
wir annehmen — jgr als Funktion von x und y bestimmt. 
Durch Differentiation nach x und y erhält man: 

dF/dji .du ^f\ I ^/^ , ^ — "^ = 

du \dx "^ dz dxJ "^ dv \dx "^ dz dxJ ' 

dF/du idudz\. dF(dv_ , ^ ^\ _ a 
du \dy "*" dz dyl "^ dv \dy '^ dz dy) ~ 
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EUmiiiiert man au8 diesen beiden Gleichungen ^— und -w—, 
die in ihnen linear und homogen auftreten, so erhält man: 



du . du dz 



du _, du dz 
dx ' dz dx'' dy "^ dz dy 



oder auch: 



dx^ dz dx^ dy'^dJdy 



= 



dz 


dz 


1 


dx> 


dy' 


du 


du 


du 


dx' 


dy' 


dz 


dv 


dv 


dv 


dx' 


cy' 


dz 



= 0. 



DieB ist eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung 
fÖr Zy welche von der Funktion F ganz frei ist 



§ 10. Homogene Funktionen. 
121. Man nennt: 

eine homogene Funktion n^^ Grades der Veränderlichen x^y^z-^j 
wenn für jedes U 

(1) f{tx, ty, ^iBf . . .) = t^f{x, y,Z'") 

ist. So sind z. B.: 

homogene Funktionen von den Graden 2, — 1, 0. 

Satz. Die partiellen Ableitungen erster Ordnung von einer 
homogenen Funktion w*®" Grades sind homogene Funktionen 
n — 1**° Grades, 

In der That, man differentiiere die Identität^ welche die 
homogenen Funktionen definiert, nach X] dann erhalt man: 

fj(tx, ty, ^;er . . ^ = ^" • f.\x, y, ^ • • •). 

d(tx) 



dx 



Da aber 



dx 



t ist, so folgt nach Division durch t: 



mx, ty, <;?...) = <"- Y«(aj, y,»-- .); 

das heilst, /j,' ist eine homogene Funktion Tom Ghrade n — I. 
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Hieraus folgt, dafs die Ableitungen zweiter Ordnung 
homogene Funktionen vom Grade n — 2 und allgemein die 
Ableitungen ä**' Ordnung homogene Funktionen vom Grade 
n-h sind. 

Satz (von Euler). In einer homogenen FtmkHon ist die 
Summe der Produkte ihrer partiellen Ableitungen mit der ent- 
sprechenden Veränderlichen gleich dem Produkte am der FunkHon 
und ihrem Grade und umgekehrt. 

In der That, diflferentiiert man die Gleichung (1) nach ty 
so erhält man: 

fx{tx, ty, tZ'")x + fy\tx, ty, tZ'")y + Uif^j ty,tZ'-)z-\ 

= nt^—^f{XjyyZ •••). 

Setzt man also t= 1, so wird: 

oder: 

du .du .du . 

dx ' dy^ ' dz ' 

Diese partielle Differentialgleichung beweist den Satz. 

Umgekehrt, genügt. die Funktion f{Xy y, ^ • * •) der Gleichung 

fx{Xy yyZ-')x + fy{Xy yyZ''')y'\ = nf(x, y • • •), welches 

auch die Werte der Veränderlichen sein mögen, so erhält man 
durch Substitution von tx, ty - - - an Stelle von x, y - •: 

fx{tXy ty, tZ")tx-]r fy^^j ty*")ty'\ = nf(tXy ty • • •). 

Nun ist aber die Ableitung der Funktion 

p^^^ _ f(tx, ty . ■ •) 

nach t gleich: 

xTV^N *[4'(*^i ty-")x + fy{tx, ty")y'\ ] — nf{tx, ty " ) 

^ W = ^TTi 

Zufolge der obigen Gleichung ist diese aber null, also ist 
F(t) konstant und es ist F(t) = ^(1). Also ergiebt sich 
durch Substitution der Werte von F(t) und F(i) = f(Xy y • • •): 

f(tx,ty'") = t^f(x,y-'), 
wie behauptet war. 
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Differentüert man die GHeichong (1) mehrmals nach t und 
setzt dann ^ = 1^ so erhält man: 



''V+Sj^ + 



dx 



dy' 



"^ dxdy ^ ' 



= n{n — \)u 



also eine Reihe von partiellen Differentialgleichungen ver- 
schiedener Ordnungen, denen die Funktion u genügt. Sie sind 
jedoch samtlich Folgerungen aus den vorhergehenden Sätzen 
und entstehen, wenn man das Eulersche Theorem auf die Ab- 
leitungen von u anwendet. 

§ 11. Fnnktionaldetenninanten. 

122. Funktionaldeterminante oder Jacobische Determi- 
nante der n Funktionen yi - • - Jfn nach den Veränderlichen 
a:^ ' ' ' Xn heifst, wie erwähnt, die aus den n^ partiellen Ablei- 
tungen erster Ordnung der Funktionen gebildete Determinante: 



J^ 



dx^ 


dx^ 


dx^ 


^y» 

dXy^ 


^y» 

dx^ 


2y« 


m 


• • • 


• • 

^y» 



dx^ dx^ 



dx. 



Man pflegt sie einfach so zu bezeichnen: 

■^(yi^y«, •yj Dy 



J^= 



I>{x^,x^,-"X^ Dx 



Setzt man z. B.: 



y^ = ax^^ + 26iCia;2 + c^; 
ya = »V + "^^'x^oo^ + cx^^, 



so erhält man: 



1 -PCyi.yt) ^ 

4 2>(iCi,a?,) 



ax^ + ix^, hx^ + cx^ 



ic. 



2 



2 

a 



^1 ^2 

6' 






2 



Sind die Funktionen y die ersten Ableitungen einer Funktion 
u von w Veränderlichen, so ist ihre Jacobische Determinante 
die Determinante der zweiten Ableitungen von u (Hessesche 
Determinante). 
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8at0 L Sind yi * * • y« FiimkUonm von u^- -Un %mi sind 
diese tmeder Funktionen von x^ - • - Xn, so ist dde Jaedbiache 
Determinante der y nach den x gleich der Jacdnschen Determi- 
nante der y nmh den u multipliziert mit der Jaeobischen Deter- 
minante der u nuch den x (Nr. 37). 

In der That, das Element ^ der Determinante j^ hat 
den Wert: 

dx^ du^ dXg ' cu^ dx^ ' ' du^ dx^ ' 

also ist nach dem bekannten Multiplikationssatze der Deter- 
minanten: 

Dy Dy Du 

Bx~ Du Dx^ 
w. z. bew. w. 

Satz IL Sind die Veränderlichen y Funktionen der x und 
ist die Jambische Determinante nicht nuM, so kann ma/n die x 
(üs Funktionen der y betrachten und die Jacobischen Determi- 
nanten der beiden Systeme sind zu einander reziprok. 

In* der That, betrachtet man die y als Funktionen der x 
und die x als Funktionen der y, so ergiebt sich durch An- 
wendung des vorigen Satzes: 

Dy Dy Dx 

Dy Dx' Dy' 

Die Determinante linker Hand hat in der Hauptdiagonale 

lauter Einsen statt Nullen, also ist ihr Wert 1 und es wird: 

Dy Dx_ ^ 
Dx' Dy~ ^ 
w. z. bew. w. 

Satz HL Sind die Funktio¥^en y der Veränderlichen x 

durch n Gleichungen gegeben: 

fx{xy^ • • • Xny^ . . . y„) = 0, ... /;(a?i • . . Xnyt • • • y«) = 0, 

50 wird: 

EL 

Dx~^ ^^ Df 

Dy 
(Nr. 111). ^ 

In der That, differentiiert man die gegebenen Gäeichungeci, 
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indem man die y als Funktionen der x betrachtet^ so erhält 
man die Gleichungen: 

*i ö — * ö r * * * 'IT 



dx^ dy^'dxj ' dy^ dxj ' ^Vn^^j 

Bildet man aber die Determinante der — ■^— , die den Wert 
( — 1)" YT ^^*? s^ erkennt man, dafs sie gleich dem Produkte 

JJ X 

der Determinanten ist, die bezw. mit den J^ und den >>-- cre- 

^ cy ox ^ 

bildet sind, also ist: 

^ ^ Bx By Bx 
und hieraus erhält man die zu beweisende Formel. 

T-rr Bis 

Satz IV. Ist die Determinante yt identisch null und sind für 

JLß X 

ein hesonderes Wertsystem der Veränderlichen nicht alle Unterdeter^ 
minanten der ersten Horizontale nuU, so wird in der Umgebung 
der betrachteten Werte eines der y eine Funktion von den übrigen y. 

Es sei z. B. die TJnterdeterminante von ^ nicht null; 
alsdann erhalt man aus den Gleichungen: 

x^' ' ' Xn als Funktionen von x^y^ - - * y^. 
Setzt man diese Werte in 

ein, so wird y^ eine Funktion von x^y^- * y^. 

Betrachtet man jetzt die y^- ' ' yn als Funktionen von 
x^' ' Xn und diese wieder als Funktionen von ^ y^ • • • y«, so 
erhält man: 

-P(yi Vi-yJ _ ^(yi y» • • yj ^(^i a^ • ■ • a?«) 
^i^i yi-yj ~ J^i^i ^8 • • • ^n) ^(^1 yt-yn) ' 

Es ist aber: 

-P(yi yf-yj ^dy^ 

und nach Voraussetzung: 

-P(yi yt-yj ^ ^ 

B(Xi x^'"X^ ~ ' 
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Hingegen wird: 

-P(^i Vi-yJ ~ -P(y« • • • yj ~ ^(y« • • • yj 

JDix^ . . . a;J 

nach Voraussetzung eine endliche Gröfse; also wird ^ = 0. 
Setzt man also in 

für X2 ' ' ' Xn ihre Werte als Funktionen von a^i y2 * * * y« ^"^? 
so wird y^ unabhängig von x^ und eine Funktion von y^'^Vn 
allein^ w. z. bew. w. 

§ 12. Übungen. 

123. 1) Die Funktion 

x — y 

x + y 

konvergiert mit verschwindenden x und y gegen keinen Grenz- 
wert, sondern nimmt in jeder Umgebung der Stelle (0, 0) 
jeden beliebigen Wert an. 

2) Die Funktion 

konvergiert mit verschwindenden x und y gegen keinen Grenz- 
wert, sondern nimmt in jeder Umgebung von (0, 0) alle Werte 
zwischen — 1 und + 1 ^^- ^s ist: 

lim f(x, 0) = lim f(p, y) = 0; 

erteilt man der Funktion den Wert 0, wenn man x = 0^ 
y = setzt, so ist /(rr, y) für alle Wertepaare von x und y 
eine stetige Funktion von x und eine stetige Funktion von y, 
aber keine stetige Funktion des Wertepaares x^ y. 

3) Die Funktion 

M y) = SMf^ 

hat folgende Beschaffenheit. Setzt man: 

x = ht, y = kt 

und läfst t null werden, so wird der Grenzwert von f immer null, 
welches auch h und Je sein mögen; mit anderen Worten, sind x 
und y Cartesische Koordinaten eines Punktes in der Ebene, so 
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wird der Grenzwert der Punktion immer null, auf welcher Ge- 
raden der Punkt {Xy y) auch in den Punkt (0, 0) rücken möge. 
Trotzdem konvergiert f{Xj y) mit verschwindendem x und y 
gegen keinen Grenzwert, sondern nimmt in jeder Umgebung 
der Stelle (0, 0) alle Werte zwischen — 1 und + 1 »»• 

4) Die partielle, Ableitung einer Determinante nach einem 
ihrer Elemente ist die zu dem Elemente gehörige Unter- 
determinante. 

5) Die Funktion 

fix, y) = xy ^y^ 

ist, wenn man /"(O, 0) = setzt, eine stetige Funktion von x 
und y und hat zu ersten Ableitungen: 

An der ^Stelle (0, 0) wird zwar: 

/■«' (0, 0) = /-/(o, 0) = 0, 

und es sind daher dort fx und fy stetig; aber es ist: 

und es ist daher nicht gestattet, hier die Reihenfolge der 
Differentiationen zu vertauschen. Es werden hier vielmehr die 
zweiten Ableitungen unstetig. 
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Fünftes Kapitel. 
Analytische Anwendnngen. 

§ 1. Ausdrücke, welche unter nnbestiminter Form erscheinen. 

124. Form — • — Die Differentialrechnung ist nützlich^ 

um den Grenzwert des Quotienten zweier Funktionen f{pc) = ^7-\ 

zu bestimmen an einer Stelle x = x^^ wo Zähler und Nenner 
gleichzeitig verschwinden. Würde man x = Xq m den Aus- 
druck für f{x) einsetzen, so würde er die Form ~ annehmen; 

den wahren Wert von f{x^ pflegt man den Grenzwert von 
/*(rc) an der Stelle x = Xq zu nennen. 

Da man q>{x^ = und ^{x^ = vorausgesetzt hat, so 

kann man schreiben: 

y(^)~-y(^o) 

X Xq 

Besitzen die Funktionen q) und ^ eine Ableitung für 
X = Xq und ist ^'(^o) i^icbt null, so folgt durch Grenzüber- 
gang der gesuchte Grenzwert 

limf{x) = ^,' 
'^ ^ 'ipixj 

Man kann auch auf die Formel Nr. 45 zurückgreifen: 

f(^\ ^ y(a?) — y(a?o) ^ q>'(x^) 
/W ^^a:)—7i,(x,) ip'ix^y 

in der x^^ eine Gröfse zwischen x imd a^^ bedeutet; dann ist 
vorauszusetzen, dafs in der Umgebung der Stelle Xq, (p und ^ 
eine Ableitung besitzen und if\x) nicht null ist. Läfst man 
X gegen Xq konvergieren, so konvergiert auch x^ gegen Xq und 
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wenn das Verhältnis der Ableitungen gegen einen Grenzwert 

konvergiert, so konvergiert auch das Verhältnis ^^j^ gegen 
denselben Grenzwert. 

Würde jede der Ableitungen wieder den Grenzwert null 
haben, so könnte man auf das Verhältnis der Ableitungen die- 
selbe Regel anwenden und so auf die zweiten Ableitungen 
kommen, u. s. w. Hat man allgemein für x = x^: 

ipix^) = 0, vX^o) = 0, . . . yC- «(a;o) = 0, 

t^(«o) = 0, *>o) = 0, • • • ^(— ^)(a;„) = 0, aber ^(»)(a;„) + 0, 

so wird: 

Dasselbe Resultat kann man aus dem Taylorsehen Satze 
ableiten. In der lliat hat man: 

9>K + *) = 9>(^o) + Wi^o) H 

• • • + (£^ ^'""-'K^o) + S ^'^"^(^o + eÄ) 

und also bei unseren Annahmen: 

9)(a;o + Ä)=^9<-)(a;o + 0Ä). 
Ebenso wird: 

Dividiert man daher eine Gleichung durch die andere, so wird: 

und man erhält durch Grenzübergang 

lini^ = Ä). 

125. Bisher wurde vorausgesetzt, dafs Xq endlich ist; aber 

die vorhergehenden Formeln lassen sich auch auf den Fall 

übertragen, in welchem x unendlich grofs wird. 

* 11* 
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Wird lim q>{oc) = 0, lim -^{x) == 0, so setze man x = — , 



«SB« JBBBQO 

dann wird: 






Wird ä; = cx), so wird z = und man kann die vorigen Be- 
trachtungen jetzt anwenden und das Verhältnis der Ableitungen 
nach z bUden: 



-»'(t)?- ■ ''(y) 



lim !^ = lim \^JX- = lim — U^ - lim '''(*> 



X 



=.^(-) '=0-^'(-l)i- '=o^<(i.) «=.'^'(-) 



Also ist auch in diesem Falle der Grenzwert des Verhältnisses 
der Punktionen gleich dem Grenzwert des Verhältnisses der 
Ableitungen. 

Man kann auch bemerken, dafs wenn lim9>(a:)=0 ist 



2=00 



und fp'ipo) für x ==^ oo einen endlichen Grenzwert erhält, dafs 
dieser dann ebenfalLs ist. In der That, wäre lim q>\x) nicht 
null, so würde von einem bestimmten Werte von x an q)'{x) 
ein konstantes Zeichen haben und daher absolut gröüser als 
eine feste Zahl A bleiben. Es möge dies von o; = a an der 
Fall sein. Dann schliefst man aus der Formel 

f{x) = f{a) + {x - a)f{x,), 

WO a^i zwischen x und a enthalten ist, dafs | f{pc) \ mit unbe- 
grenzt wachsendem x unbegrenzt wächst und daher unserer 
Annahme entgegen nicht den Grenzwert null haben kann. 

Hieraus geht hervor, dafs, wenn man a? = oo in ^,, i 

'^ ix) 

einsetzt, der Bruch unter der unbestimmten Form — er- 

• CD (iC\ 

scheint wie ^t-(- Trotzdem kann es von einem gewissen 

Nutzen sein, wenn man an Stelle des Grenzwertes von ^^^ 

fp (x) 
den der anderen Funktion —7— setzt. 

1/; (x) 

126. totm ^ . — Es sei f(x) = ?^ und es werde 
lim 9(0?) = (X) und lim if(x) = 00. Wenn nun von einem 
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bestimmten Werte Yon x an t\^) nicht null iei nnd der 
Quotient ^tt-t f^r x = (x> einen bestimmten Grenzwert erhält^ 

so konvergiert ^^-^ nach demselben Grenzwerte. 
In der That^ es bestehen die Gleichungen 



1 — 



9(50) 
y(a;)-~y(a?o )^ y(x) ^ J__jp_(aj) 



[^ und y(^) — y (^0) = yX^) 



wo ^r^ zwischen rr^ und x enthalten ist. Man schliefst aus ihnen: 

Es sei x'> Xq'^ dann wird auch Xj^> Xq. Wir können 

daher x^ so ccrofs wählen, dafs .}yi sich von seinem Grenz- 

werte um eine beliebig kleine Zahl unterscheidet. Läfst 
man femer x, fest, x aber unbegrenzt wachsen, so. wird 

lim q>(x) = 00 und lim if(x) = (X> und daher 

lim Ä = i. 



1 — 



9(^0) 



Han kann also x so grofis wählen^ dafs der letzte Bruch sich 
von seinem Grenzwerte 1 um eine beliebig kleine Zahl unter- 
scheidet. Dann unterscheidet sich aber auch der Quotient 

~-^ von dem Grenzwerte von ^ttH um eine beliebig kleine 

Zahl und es wird 

lim ^= lim ?;^,. 

if,{x) ^ {X) 

Diese Gleichung bleibt auch dann noch bestehen^ wenn 
1™It^= <3o ist: denn von den beiden Faktoren, in welche 

ip {X) ' ' 

^-ir zerlegt ist, kann dann der erste beliebig grofs gemacht 
werden, während der zweite der 1 beliebig nahe konmit. 

Werden in dem Quotienten ^7^ für einen endlichen Wert 
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a der Veränderlichen Zahler und Nenner unendlich grofs^ so 
setze man x = a +, — ; dann wird: 









Da jetzt Zähler und Nenner für z = (x> unendlich grofs 
werden^ so erhalt man jetzt: 



'^{"+1-) ,. -''(«+t)-^ 



lim ^W = lim — ] ^ = lim 



= lim — y r^- 

Man erhält also auch hier: 

lim^ = lim?;^. 

127. Form 00 — 00. Man hat die Differenz zweier Funk- 
tionen zu betrachten, die für einen gegebenen Wert von x 

unendlich grofs werden. Bezeichnet man sie mit -^ ^d tt-n , 

° q>(x) ^(x)^ 

SO läfst sich ihre Differenz 

1 1 



q>{x) ip{x) 

auch schreiben; 

^(x) — (p(x) 

q>(x)^{x) 

liäfst man jetzt x gegen den besonderen Wert konvergieren, 
welchen man betrachtet, so konvergieren g)(x) und if(x) gegen 

null, der fragliche Ausdruck erhält die Form — und sein 

Grenzwert bestimmt sich durch Anwendung der vorigen Regeln. 

Form • cx). — Man betrachte das Produkt g)(x)il;(x) und 
nehme an, dafs für einen besonderen Wert von x der erste 
Faktor verschwindet, während der zweite unendlich grofs wird. 
Man kann dann das Produkt in die Form setzen: 






ipix) q>(x) 
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Der erste Quotient erhält die Form -jr- , der zweite die Form — 

und wir kommen auf die früheren Falle zurück. 

Die Formen 0^, l"", oo^ — Es sei die Funktion 9)(a:)v(*) 
vorgelegt und es sei (p{x) > 0. Für einen besonderen Wert 
von X sei: 

oder 

oder 

g>(x) == oo, f(x) = 0, 

Indem man den Logarithmus der vorgelegten Funktion bildet^ 
erhält man: 

log 9)(rc)V'(*) = f(x) log g>(x). 

LäM man jetzt x gegen den fraglichen Wert konvergieren, 
so ist in jedem der drei Fälle einer der beiden Faktoren des 
Produktes null, der andere unendlich, man kommt daher auf 
den vorigen Fall zurück. Hat man den Grenzwert des Loga- 
rithmus bestimmt, so ist dieser gleich dem Logarithmus des 
Grenzwertes und daher erhält man den Grenzwert der vor- 
gelegten Funktion, indem man von den Logarithmen zu den 
Numeris übergeht. 

128. Beispiele. 1) Den wahren Wert von 

y=— — - für x = a 



X — a 



zu bestimmen. 

Bildet man den Quotienten der Ableitungen, so wird 
(Nr. 120): 



lim y = lim r == — a"*"~*. 

sin X 



2) y = ^^^ für x = 0. 

X 

Man erhält: 



■, . sin X t . cos X 1 
lim = lim —7— == 1 . 

X 1 



Zu beachten ist, dafs dieses Resultat nur eine Verifikation 
ist und kein neuer Beweis; denn hier haben wir die Ableitung 
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ton sin x benutzt, um aber zu beweisen, dafs diese gleich 



sino; 



COS X ist, mufsten wir uns des Satzes lim ^^^ 1 bedienen. 

' X 

3) y = far X = 0. lim y = r-^ ^-^ • 

^ ^ c* — d* log c— log d 

4) y= '^+''7'^^ für o; = 0. 

lim — ' — -. = lim i == lim ■ -. — = 1. 

X BUL X sm x -f- ^ <^B X 2 cos X — x sin o; 

5) log(^-e^ ^^ ^_^ (Fonu~). 

^ ^ \og{x — a) \ oo/ 

lim V = lim — ^ = lim c* lim = e^ lim — = 1. 



6) y = y(^ + »i) (^ + «2) • • • (a; + a„) — rc &Lr x = (x> 

(Form 00 — 00). 

Setzt man x =^ — , so hat man: 

y=' r 5 

jetzt nimmt y für j8f = die Form ~ an. Also folgt dureh 

Anwendung der für diesen Fall gegebenen Regeln 

«i + öjH f-a 

lim y = ; 

es ist also lim y das arithmetische Mittel der a. 

7) y = -i — cotg^ X für ic = (Form 00 — 00). 

Man kann schreiben: 

1 cos^a; (sin x-\-x cos x) (sin x — x cos x) 

™ X* sin*a; a;*sin*aj 

(^ , ' X \ sin a; — x cos x 
1 + -. — cos x] 5-^ 

Läfst man x null werden, so wird der Grenzwert des 
ersten Faktors 2. Man braucht also nur noch den zweiten 

Faktor zu betrachten^ der die Form -^ annimmt. Wendet 
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man auf ihn die bekannten Regeln an^ so findet man seinen 
Grenzwert gleich — und also wird lim y := - • 

8) y = xe-'''' (a > 0) für a; = oo (Form oo • 0). 
Bringt man die Fimktion auf die Gestalt y = -— , so 

kommt man auf die Form — und erhält 

CX) 



limy = lim-^ = 0. 



äff""" 



9) Allgemeiner soll der Grenzwert von y = af^e^*^' för 
x == oo gefunden werden; a und m sollen positiv sein. Wir 
kommen auf den vorigen Fall, wenn wir setzen aJ^ =^ jer; dann 

wird a; = j8f'", y = ;E?e "*. LäXst man x gegen Unendlich kon- 
vergieren, so geschieht Gleiches mit und daher wird 

lim x^e~^'' = 0. 

m 

Setzt man in dieser Formel x = log ss, so erhallt man 

und, wenn man « = 4- setzt, so wird: 

lim ^ (log 0*" = 0. 

• • • 

Man thut gut, diese Resultate sich zu merken. 

10) y^af mr x = (Form 0^), 

Lim y = T. 

i. 

11) y = (1 + axy för a; = (Form 1*). 

Lim y = €^. 

12) y = IJZ^^ füT x = oo (Form — ) • 

Das Verhältnis der Ableitungen von Zähler und Nenner ist: 

1 — cos X , 9 1 

r-n == tanff^ v ^• 

1 + cos o; ° 2 

Läfst man x unbegrenzt wachsen, so konvergiert die rechte 
Seite überhaupt gegen keinen Grenzwert. Hieraus darf man 
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aber nicht schliefsen^ dafs auch y für x = <x> keinen Grenz- 
wert besitzt. In der That, bringt man die Funktion auf die Form 

sino; 



1 — 



X 



Bin a; ' 



X 

so wird lim y = 1. 



a:=Qo 



§ 2. Funktionen von mehreren Veränderlichen, 



welche unter der Form -x- erscheinen. 

129. Schwieriger ist die Prüfung der Werte, welche der 
Quotient von zwei Funktionen mehrerer Veränderlichen 

annimmt, wenn a?, y, • • • gegen eine Stelle {x^^ y^, • • •) konver- 
gieren, an welcher Zähler und Nenner verschwinden. 

Setzt man a; = aj^ + ht, y = ^o "I" ^^^ * ' *? ^^ 'SFr'ni. u eine 

Funktion von t, welche für ^ = die Form — annimmt; ihr 
Grenzwert wird (Nr. 124); 

lim u = um —r? rr-i — ^^ m , 

wenn wir voraussetzen, dafs der Nenner nicht verschwindet. 
Dieser Grenzwert hängt von den Werten ä,ä;, •♦• ab, es sei denn^ 
dafs die partiellen Ableitungen von f denen von q) proportional 
sind. Daher konvergiert u gegen verschiedene Grenzwerte, je 
nach der Art, wie a;, y • • • gegen Xq, y^- • - konvergieren; als 
Funktion der x,y,0 * * • hat es also im Allgemeinen an der 
Stelle (a^Q, y© * ' überhaupt keinen Grenzwert. Sind aber die 
partiellen Ableitungen von f denen von g) proportional, so 
bedarf es einer weiteren Prüfung, um über die Existenz des 
Grenzwertes von u zu entscheiden. 

Wenn die Funktion 9, die für x = x^y y = Vo' ' ' ver- 
schwindet, auch für andere Werte der Veränderlichen in jeder 
Umgebung von (x^y ^o " ehenfalls verschwindet und, wenn f 
für die Werte, welche 9 annullieren, nicht verschwindet, so 

nimmt der Quotient -^ beliebig grofse Werte an und in jeder 
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Umgebung von x^y^- - * den Wert unendlich. In diesem Falle 
kann daher u keinen endlichen Grenzwert besitzen. 

Die folgenden Kriterien können dazu dienen zu erkennen, 
ob 9 in jeder Umgebung von (Xq, y^, • • •), diese Stelle selbst 
ausgenommen, noch null wird oder nicht. Je nachdem der 
erste oder zweite Fall eintritt, konvergiert u gegen einen 
Grenzwert oder nicht. Hierzu müssen wir einige Bezeich- 
nungen vorausschicken, welche die algebraischen Formen 
betreffen. 

130. Eine Form w*®^ Grades nennt man eine ganze 
rationale, homogene Funktion von mehreren Veränderlichen. 
Entwickelt man zum Beispiele 

/■(^o + *; yo + *; • • •) 

nach dem Taylor sehen Satze, so bilden die einzelnen Glieder 
lauter Formen 0*®% 1*®", 2*®", • • • Grades der Veränderlichen 

Ä, t, • • • . 

Eine Form heilst definit, wenn sie nur dann verschwindet, 
sobald ihre sämtlichen Veränderlichen verschwinden. 

Ein Beispiel hierfür ist die Form a:^ + y^ + ss^. 

Eine Form heifst indefinit, wenn sie Werte mit entgegen- 
gesetztem Vorzeichen annehmen kann. Eine indefinite Form 
ist z. B. jede Form von ungeradem Grade, die nicht identisch 
verschwindet; denn erteilt man den Veränderlichen zuerst ein 
System von Werten, für welches die Form nicht verschwindet, 
und sodann dieselben Werte aber mit umgekehrtem Vorzeichen, 
so nimmt die Form absolut gleiche, aber mit entgegengesetztem 
Vorzeichen behaftete Werte an. 

Eine Form ist eine stetige Funktion der Veränderlichen; 
nimmt sie daher Werte von entgegengesetztem Vorzeichen an, 
so verschwindet sie auch für unendlich viele Wertsysteme der 
Veränderlichen (Nr. 100 Satz IV). Eine indefinite Form kann 
daher nicht definit sein oder umgekehrt. Es kann aber eine 
Form weder definit noch indefinit sein; dies geschieht, wenn 
sie für Werte der Veränderlichen verschwindet, die nicht alle 
null sind, wenn sie aber trotzdem immer dasselbe Vorzeichen hat. 

Sat0 L Es sei ^(a?, y, • • •) eine definite Form w*®^ Grades 
und (o(Xy y^ • •) irgend eine Form desselben Grades, alsdann 
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hat der Quotient — ein endliches Mcujünium und ein endliches 
Minimum. 

In der That, ^) ''^^ ' { ist eine homoirene Punktion vom 

Grade null in a?, y, •••; sein Wert ändert sich daher nieht^ 
wenn alle Veränderlichen mit einer und derselben Grofse 
multipliziert werden. Durch diese Multiplikation kann man 
aber erreichen^ dafs die Veränderlichen der Gleichung genügen: 

m^x^ + y^-^ 1=0. 

Denn würden die Veränderlichen diese Gleichung nicht er- 
füllen, sa brauchte man nur alle mit der endlichen Gröfse 

zu multiplizieren. Also sind die Werte, welche 

— annimmt, wenn man den Veränderlichen alle möglichen 

Werte erteilt, dieselben als die Werte, welche ~ annimmt, 

wenn man den Veränderlichen nur alle Werte des Variabilitats- 
bereiches ©r = erteilt. Dieser Bereich ist begrenzt, denn 
jede Veränderliche ist zwischen — 1 und + 1 enthalten; es 
gehört aber auch jeder Grenzpimkt des Bereiches dem Be- 
reiche selbst an; denn genügt der Gleichung ST =s» ein Wert- 
system, welches Xj y, • • • beliebig nahe kommt, so genügt ihr 
wegen der Stetigkeit von W auch das Wertsystem (a?, y, • • •) 
selbst. Dem Bereiche gehört aber der Punkt (0, 0, • • •) nicht 
an, für welchen allein ^ verschwindet. Daher sind in dem 
ganzen Bereiche die Punktionen a> und ^ stetig und ^ nie 

null. Mithin ist auch ihr Quotient — in dem Bereiche stetig. 

Nach Nr. 100 Satz 'VI existieren also das Maximum und das 



fi) 



Minimum der Werte von — und beide sind endlich. 

Satz IL Ist if{Xj y, • • •) eine definite Form n^"^ Grades 
und ist (o{Xyy, • • •) eine Fwnktion, die sich als ganze homogene 
Funktion n*®^ Grades von o?, y, • • • darstellen läfst, deren Koeffi- 
zienten noch von a?, y, • • • abhängen und mit diesen Veränder- 

liehen gegen null konvergieren y . so hat auch — - an der Stelle 
(0, 0, • • • 0) den Grenzwert nuU, 



Analytiflche Anwendangen. 173 

In der That, o ist eine Summe von Gliedern der Form 
Cafy^ - ' ' , wo a + ^ + •••== w ist und C eine Funktion 

von x^y,' ' • ist, deren Grenzwert null ist. Daher ist — eine 
Summe von mehreren Gliedern der Form: 

•«•/ . . . 



C 






Der erste Faktor dieses Produktes hat den Grenzwert 0, der 
zweite ist zwischen endlichen Grenzen enthalten; denn er ist 
das Verhältnis einer Form w*®° Grades zu einer definiten Form 
desselben Grades. Also hat dieses Glied den Grenzwert null 

und es wird also auch lim — = 0. 

Sat^ IIL Ist in der Taylor schm Beihe für die Funk- 
tionen von mehreren Veränderliehen das Glied, welches die Zur 
wüchse der Veränderlichen homogen im v^^ Grade enthalt tmd 
das harz das n*® Glied heifsen möge, eine definite Form^ so 
erhält der Quotient des Bestes vom n + 1*®" Gliede an m dem 
obigen Gliede den Grenzwert nuU bei verschwindenden Zuwüchsen 
der Veränderlichen; das Verhältnis des Bestes aber vom w*®° Gliede 
an m dem w*®° Gliede hat den Crrenzwert Eins. 

In der That, behalten wir die Bezeichnungen der Seite 147 
bei und nennen U« und Bn+i die Reste vom w*®° und n + 1**"" 
Grliede an, so wird: 

^■(1) = ^-(0) + . . . + ^^^ 2?'(-«(0) + 1 i^(-)(e), 

J'C 1 ) = F(0) + . . . + i^ FC) (0) + Ji, + 1 . 

t 

Man erhält daher: 

jj, = i.^(»)(e), j?„+, = ij[j'W(e)-i^(«)(0)] 

oder: 

^n+l ^ F<^)(e) — F^")(0) 
n! . 

Der Zähler des Bruches auf der rechten Seite ist ein homogenes 
Polynom »*®° Grades der Zuwüchse der Veränderlichen, dessen 
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Koeffizienten nocli yon diesen Zuwüchsen abhängen und die 
Gestalt haben 

Ihr Grenzwert bei verschwindenden h^Jc,- • - ist null und daher 
wird nach dem voi:igen Satze 



Ä» 



±1_ = lim F<'\e)-I<''Ho) _ Q 



1 y(«)(0) -F<"'(0) 

Aus 

^jpc)(e) j.(«)(o)_^ 

J^(«)(0) 

schliefst man femer: 

jp(«)(o) 

oder: 

lim -T = 1. 

Satz IV. Die Funktion f(x, y, • • •) verschwinde an der 
Stelle (xq^ y^j • • •) und man entwickele f an dieser Stelle nach 
der Taylorschen Formel. Ist nun das erste Glied, das nickt 
identisch verschwindet, eing indefinite Form der Zuwüchse der 
Veränderlichen, so nimmt die Funktion in jeder Umgebung von 
(xq, y^, ' ' •) Werte von entgegengesetztem Vorzeichen und den 
NuMwert an. 

In der That, nimmt man an, dafs die Funktion und ihre 
Ableitungen von niederer als n^^ Ordnung null sind, so giebt 
die Taylorsche Formel: 

Da aber i^(**)(0) eine indefinite Form von hyk,- * - ist, so 
kann man Ä, Ä, • • • Werte erteilen, fQr welche JP(")(0) positiv 
ist, und solche, für die es negativ ist. Nimmt man in der 
obigen Formel ^ > an und läfst dann t gegen null konver- 
gieren, so konvergiert F^^\Qt) gegen JF'(")(0), also gegen einen 
Grenzwert, der je nach der Wahl der hyk,- - positiv oder 
negativ ist. Daher ist auch F{t) nach unserem Belieben 
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positiv oder negativ; da es aber auch stetig ist^ so wird es 
auch unendlich oft null. 

Sat0 F. Die Funktion f{x, y, • • •) sei cm der Stelle 
(a?0, yo, • • •) nuU und in der Taylorschen Entunckelung von f an 
dieser Stelle sei das erste Glied, welches nicht identisch nuU ist, 
eine definite Form der Zuwüchse der Veränderlichen. Dami ist 
in einer hinreichend kleinen Umgebung von (x^, y^, • • •), die Stelle 
{xqj y^y ' ' ') selbst ausgenommen, die Funktion nicht null und von 
Jconstantem Zeichen. 

In der That, sind alle Ableitungen von niederer als n*®' 
Ordnung null, so reduziert sich die Taylorsche Entwickelung 

^r fi^o "h ^; ^0 "I" ^? • ' ') ^^^ ^^^ lß>esi JRn allein. Da dieser 
aber eine definite Form ist und daher nach Satz III das Ver- 
hältnis von Bn zum w*®° Gliede den Grenzwert 1 hat, so folgt, 
dafe auch das Verhältnis von f(xQ + Ä, J/o "I" ^^ * * ^lum 
w*®° Gliede den Grenzwert 1 hat; das heilst, f(xQ + Ä, yo + ^j • • 
hat für hinreichend kleine h^k,- - dasselbe Zeichen wie das 
w*« GHed. 

Satz VI. Man setze: 

f{^,yr")= ^ + /i H h fp + ^P+iy 

^i^yVy • • •) = 9^0 + 9l + h 92 + 99+1; 

dabei sollen fi und (pj homogene Funktionen von x — Xq, y — yo> * ' * 
smi, deren Grad durch ihren Index angegeben wird und die 
durch Anwendung der Taylorschen Formel entstehen. Es seien 
nun fm und (pn die ersten Glieder in der Entwickelung von f 
und 9, welche nicht identisch verschwinden und tpn sei eine defi- 
nite Form der Zuwüchse der Veränderlichen. Setzt mxm jetzt 

f 
u= -^ und läfst x,y^' ' ' gegen Xq^ y^,-'' konvergieren, so toird: 

Wenn 1) m> n, lim m = 0. 

Ist dagegen 2) tw = w, 50 schwankt u zwischen endlichen 
Grenzen und konvergiert nur dann gegen einen Grenzwert i, 
wenn für beliebige Zuwüchse der Veränderlichen 

fn = I^n 

ist. 

Ist 3) m < w, so konvergiert u gegen keinen endlichen 
Grenzwert. 
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In der That, ist m > n, so kann man schreiben : 



^ 



Lafst man die Zuwüchse der Veränderlichen g^en nail 



I 



konvergieren, so wird nach Satz III lim — ^ == 1: — ^ ist ein 

Quotient; dessen Nenner 9« eine definite Form w*^ Grades 

und dessen Zähler r« eine homogene Punktion w*®" Grades | 

der Zuwüchse der Veränderlichen ist und deren Koeffizienten 

bei verschwindenden Zuwüchsen der Veränderlichen den Grena- 

wert null erhalten, also ist lim ;;^ = und mithin auch 
lim M = 0. 



"Pn 



Ist m == w, so wird: 

Bei verschwindenden Zuwüchsen der Veränderlichen wird 

lim -^ == 1 und lim -^Ü = 0; 

denn Vn+i ist eine homogene Funktion n + 1*®** Grades der 
Zuwüchse, deren Koeffizienten von diesen noch abhängen und 
endlich sind. Es läfst sich also als eine homogene Fimktion 
n^^ Grades aufGftssen, deren Koe^ienten noch homogene 
Funktionen ersten Grades sind, deren Gh*enzwert null ist. 

Sehliefslich schwankt A .tischen endlichen Grenzen, den. 

fn 

Maximum M und dem Minimmn m von — (Satz I). Daher 

schwankt auch u zwischen endlichen Grenzen, die M und m 
beliebig nahe konmien; es konvergiert also überhaupt gegen 
keinen Grenzwert, es sei denn, dafs M= m wird. In diesem 
Falle sei L der gemeinsame Wert von M und m, dann wird 

identisch -^ = L oder fn = Ltpn und lim u = L. 
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Ist endlich m < m^ so setze man: 
F{t)=f{x^+th,y^+th,'-) und *(0=<)P(^o+^Ä,yo+^A;,...); 
dann wird: 



F(t) ml ^ ^ 



gegen den endlichen Grenzwert — , ^J ^ der nicht null ist, 



n! 

I 

Läfst man t null werden, so konvergiert der letzte Faktor 

sobald hyhy- ' nicht so gewählt sind, dafs der Zähler ver- 

schwindet. Also konvergiert -^ gegen oo und erhält mithin 
keinen endlichen Grenzwert. 



§ 3. MftTrimft und Minima der Funktionell einer 

Veränderlichen. 

131. Wir sagen, dafs die in einer Umgebung yon x^ ge- 
gebene Funktion f{x) an der Stelle X'=^ x^^ ein Jif^mm^m 
wird, wenn man ein Intervall {x^ — Ä, oTq + K) bestimmen 
kann, sodafs f&r jedes x in ibni 

f{x^) ^ f{x) 

wird. Wir sagen, dafs f{x) an der Stelle a: = oTo ein Minimum 
wird, wenn für jedes x in dem Intervalle (x^ — ä, a^ + ä) 

wird. 

Die so definierten Maxima und Minima hängen von der 
Aufeinanderfolge der Funktionswerte ab, wir nennen sie auch 
absolute. 

Eine Funktion kann mehrere derartige Maxima und Minima 
besitzen, die auch von einander verschieden sein können, sie 
kann Minima haben, die gröfser als Maxima sind. Sie sind 
zu unterscheiden von dem Maximum oder Minimum, das eine 
Funktion in einem gegebenen IntervaUe (a, 6) annimmt, und 
die in Nr. 21 definiert wurden. Diese nennen wir rdcutwe 
Maxima und Minima oder- auch die gröfsten oder Tdemsten 
Fnnktionswerte; sie hängen von dem System der Werte ab, 

Oenocohi-Peano, Diff.- o. Integral-Bechnung. 12 
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welche die Funktion annimmt^ und nicht von der Ordnung, in 
welcher diese Werte aufeinanderfolgen. 

Besitzt die Funktion f{x) fQr x = x^ eine positive Ab- 
leitung f{x^y SO wächst die Funktion an dieser Stelle (Nr. 43), 
und ihre Werte sind beziehungsweise kleiner oder gröfser als 
die von f{x^, je nachdem x kleiner oder gröfser als Xq ist; 
dabei ist vorausgesetzt, dafs x hinreichend nahe an Xq liegt. 
In diesem Falle hat die Funktk)n f{co) daher für x = Xq 
weder ein Maximum noch ein Minimum. Dasselbe ereignet 
sich, wenn /'(^o) ii^gativ ist; hieraus folgt: 

Besitzt die Funktion f(x) für x ==^ Xq eine endliche und 
von null verschiedene Äbleitu/ng, so ist an dieser Stelle die 
Funktion weder ein Maximum noch ein Minimum. 

Schliefst man daher aus den Werten x diejenigen aus, 
welchen eine (bestimmte, endliche) von null verschiedene Ab- 
leitung entspricht, so bleiben diejenigen Stellen übrig, an denen 
die Funktion entweder keine (bezw. eine endliche oder imend- 
liche, oder eine unendlich grofse), oder eine verschwindende 
Ableitung besitzt^ Diese Stellen mufs man nun weiter unter- 
suchen, um sich über die Existenz oder Nichtexistenz eines 
Extremwertes zu vergewissem. Wir werden keine Regeln für 
die Fälle geben, in denen keine endliche Ableitung existiert. 
Nehmen wir an, dafs die Ableitung null ist, so kann man sich 
der folgenden Kriterien bedienen. 

Besitzt f{x) die Ableitung f{x) in dem Intervalle 
{Xq — ky XQ'^k)y SO gilt die Gleichung 

fip^) — f(^o) = {x — Xo)f(x^), 

WO Xi zwischen Xq und x enthalten ist. 

Wird f(x) an der Stelle x = Xq in der Weise null, dafs 
es positiv ist für x <^Xq und negativ für x > x^y so ist 
{x — x^f{x^y wie man auch x=^Xq annehmen möge, immer 
negativ und daher f{x) < f{x^. Die Funktion wird also in 
diesem Falle ein Maximum für x = Xq. Ist aber umgekehrt 
f{x) negativ für x <.Xq und positiv für a? > x^y so ist das 
Produkt {x — x^ fi^i) immer positiv imd die Funktion wird 
daher ein Minimum für x = Xq. Behalt aber f(x) in der 
Umgebung von x = Xq ein konstantes Zeichen, so ändert 
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(x — Xf^ f{^i) sein Zeichen^ je nachdem x > x^ oder x <ix 
ist und die Funktion hat weder ein Maximum noch ein Mini- 
mum. Wir sehen also: 

Die FufJction f(x) hat an der Steße x^^ x^em Maximum 
oder ein Minimum, je nachdem ihre Ableitung in der Weise fü/r 
x >= Xq verschtoi/ndety dafs sie vom Positiven zum NegaMven oder 
in der Weise, dafs sie vom Negativen zum Positiven geht Sie 
hat weder ein Maacimum noch ein Minimum, wenn die Ableitung 
ihr Zeichen nicht ändert. 

Anstatt das Vorzeichen der Ableitung in der Umgebung 
von x^ zu betrachten^ kann man das Vorzeichen der zweiten 
Ableitung für x = x^ betrachten und es gilt die Regel: 

Die Funktion f{x) hat an der Stelle x = x^, für die 
f'(xo) = ^ ^^> ^^ Maximum oder ein Minimum, je nachdem 
f'X^o) wegfoföt; oder positiv ist. 

In der That^ ist /^'(^o) < ö; ^ nimmt f{x) ab und, da es 
för x^== Xq null wird, so geht es vom Positiven zum Nega- 
tiven; das Umgekehrte ist der Fall, wenn /^'(^o) > ^ ^^^ 

Diese Regel lafst uns im Stich, wenn f\x^ = ist. 
Nimmt man allgemein an, dafs: 

r(«^o) = 0, /^'(^^) = 0, . . . /X-i)(:ro) = 0, f^^\x,)^0 

ist, so giebt die Taylorsche Formel: 

WO x^ zwischen x^ und x enthalten ist. Nimmt man zur 
Vereinfachung der Schlufsweise an, dafs f^\x) stetig ist, so 
behält es in der Umgebung von Xq ein konstantes Zeichen. 
Ist n ungerade, so ändert der Faktor (x — x^y sein Zeichen, 
je nachdem x> x^ oder x < Xq ist. Also ändert auch 
f(x) — f(x^ sein Zeichen und f(xQ) ist weder ein Maximum 
noch ein Minimum. Ist n gerade, so ist der Faktor (x — XqY 
positiv und f(x) — f(Xf^ hat konstant das Zeichen von f^^^x^y. 
Daher ist f{x^ ein Maximum oder Minimum, je nachdem f^^^x^ 
negativ oder positiv ist. Also gilt: 

Wenn für x =^ Xq die erste und einige der folgenden Ab- 
leitungen verschwinden, so ist f{x^ ein Extremwert oder nicht, 
je nachdem die erste nicht verschwindende Ableitung von gerader 

12* 
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oder ungerader Ordmmg ist. Ist jenes der lall, so ist der 
Extremwert ein Mcmmum oder ein Minimum, je nachdem die 
fragliche Ableitung negativ oder positiv ist. 

132. Ist die Funktion f(x) stetig in dem endlichen Inter- 
valle (a, 6), so existieren der gröfste und kleinste Wert der 
Punktion in dem fraglichen Intervalle.* Der eine sowohl als 
der andere kann einem Endpunkte des Intervalles (a, b) enir- 
sprechen oder einem Punkte in seinem Inneren. In letzterem 
Falle sind die relativen Maxima und Minima der Funktion 
auch absolute. Daher entsprechen die gröfsten und kleinsten 
Werte entweder den Enden des Intervalles oder denjenigen 
Werten von x^ welche die Funktion zu einem absoluten Maxi- 
mum oder Minimum machen. Wenn das Intervall, in wdchem 
X variiert, unendlich grofs ist [(a, oo) oder ( — oo, b) oder 
( — cx), + oo)], so braucht die Funktion weder ein Maximum 
noch ein Minimum zu besitzen, sie kann ebenso eine obere 
und eine untere Grenze besitzen oder nicht. 

Bdispiele. — 1) Eine Zahl in zwei Sununanden zu zer- 
legen, sodafs ihr Produkt ein Maximum wird. 

Es sei a die gegebene Zahl, x und a — a? die beiden 
Summanden und y = x{a — x) ihr Produkt; betrachten wir x 
als Veränderliche, so wird 

y' = a — 2x 

null für X = Y' Femer wird y"= — 2, also hat die Funk- 
tion ein absolutes Maximum für 3? = —; d. h., wenn die 

beiden Teile einander gleich werden und es wird y = -—• 
Dies ist der gröfste Wert, den y annimmt; denn die Ablei- 
tung y' ist positiv für x <,— und negativ für a? > — ; die 

Punktion nimmt also zu in dem Intervalle ( — oo, y) ^^^ 

sie nimmt ab im Intervalle (— , + cx) j • 

Die Funktion besitzt weder eine obere noch eine untere 
Grenze. 

2) y = ^y a;>0. 

i)urch Differentiation erhält man: 

y' «= af (1 + log X). 
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Der erste Faktor wird nie null und ist immer positiv; der 
zweite wird null, wenn log x = — 1 oder x = er-^ = — ist, 

er geht dabei vom Negativen (für a; < — j zum Positiven 

Ix > — ) über. Also hat die Funktion ein absolutes Minimum 

far a? = 'i- = 0,36788 • • • und dieses ist y = 0,676411 • • • . 

Dies ist zugleich der kleinste Wert, den die Funktion im 
Intervalle (0, oo) annimmt. Die Funktion hat weder ein 
Maximum noch eine obere Grenze. 

3) y==^', y'=^T^ ^• 

Die Ableitung ist filr keinen Wert von x null, aber ist 

unendlich für a? = 0. Für diesen Wert wird y = 0; sie wird 

dort thatsächlich ein Minimum, sowohl ein absolutes, als ein 

relatives in Bezug* auf das Intervall ( — oo, + oo); denn giebt 

man x irgend einen anderen Wert, so ist die Funktion immer 

gröfser als null. Die Funktion hat weder ein Maximum noch 

eine obere Grenze. 

■ • » . . . 

§ 4. Maxima und Minima der Fonktioiieii von melureTen 

Veränderlichen. 

133. Man sagt, dafs u = f(x, y, ^, • • •) an der Stelle 
(Xq, yQj ZQy ' ' •) ein Maximum oder Minimum wird, wenn für 

einen hinlänglich kleinen Bereich um (ar^, y^, iSq, • • •) immer 

« • • > • • 

bezw. 

wird. 

Man betrachte die Funktion von x allein 

Wird u ein Maximum oder Minimum für x = x^y y = J/o? * * *; 
so wird f(Xy y^? ^o> ' * ) ^i^ solches für rc = Xq. Also ist die 
Ableitung /ä.'(^o? Voy^oy ' ' ')y wenn sie überhaupt einen be- 
stimmten endlichen Wert hat, null. In ähnlicher Weise kann 
man für die anderen Veränderlichen schliefsen; daraus folgt: 
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Wenn u = f(x, Vj^^" »** ^ Stelle (xq^ y^, z^y - • •) ein 
Maximum oder Minimum JicU, so sind an dieser Stelle die ersten 
partiellen Ableitungen von u, faUs sie überhaupt bestimmte end- 
liche Werte hciben, gleich null, 

134. Man setze: 

X = XQ'^hty y = y^^U, z = ZQ + lt,*'' 
und 

F{t) = f{x,y,z,.--)- 

Wird u ein Maximum oder Minimum an der Stelle (x^y y^, ^or*)? 
so gilt Gleiches für F{t) an der Stelle t = 0. 

Sind jetzt die ersten Ableitungen von f{Xy y, ^, • • •) stetig, 
so hat F{t) eine endliche Ableitung: 

und daher muTs sein: 

welches auch die Werte von Ä, Ä, • • • sein mögen. Hierzu ist 
notwendig, dafs: 

/x'(^o; yo; • • •) = 0, fvXx^j yo, • • •) = 0, • • • 

ist, wie bereits gefanden wurde. 

Nimmt man jetzt an, dafs auch die zweiten Ableitungen 
von f stetig sind, so wird: 

Wird nun u ein Maximum oder ein Minimum ftlr die betrachtete 
Stelle, so gilt das Gleiche von Fif) ftlr f = 0, daher mufs für 
das Maximum 

r\(S) £ 

sein und für das Minimum 

F"(0)^0, 

welches auch die Werte von Ä, ifc • • • sein mögen. Wir er- 
kennen: 

Damit die Funktion u am, der Stelle (xq, y^y • • •), für weiche 
die ersten Ableitungen verschwinden tmd die zweiten stetig sindy 
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ein Maximum oder ein Minimum werden kann, ist notwendig, 
daß die quadratische Form von h,k, "• 

FXO)^f:.(x,,y,r'W+fyy(^o.yor-n' + -' 

+ 2/;';(a;o,yo;-")**H 

Jceine positiven iezw, negativen Werte annimmt, welches auch die 
Veränderlichen A, t, • • • sein mögen, 

135. Wenn für x = Xq, y = Vqj - * ' olle Ableitungen von 
niederer als n^^ Ordnung der Funktion u = f{x, y, 0, - - •) ver- 
schwinden wnd wenn in der Ta/ylorschen Entwickehmg fwr 
fi^o + *; Vo ~\' ^} " ') ^^ Glied, welches eine homogene Funk- 
tion n*^^ Grades der h,k,'-' ist, eine indefinite Form ist, so hat 
u an der Stelle {Xq, y^, • • •) weder ein Maximum noch ein Mini- 
mum. Ist hingegen jenes Glied eine positive definite Form, so 
ist w] ein Minimum, ist es] eine] negative definite Form, so ist 
es ein Maximum. 

In der That, wendet man die Sätze IV und V der Nr. 130 
auf die Funktion 

an, so nimmt diese, falls das betrachtete Glied eine indefinite 
Form ist, in jeder Umgebung von (ar^, y^, • • •) sowohl positive 
als negative Werte an und daher nimmt f(Xy y, • • •) sowohl 
Werte an, die gröfser sind als /(äJq, yo; * • ')? ^^ ^^^^ solche, 
die kleiner sind als f^x^, yo, • • •)) ^ ^""^ ^^^ ^^^^ weder ein 
Maximum noöh ein Minimum« Ist dagegen das fragliche Glied 
eine positive definite Form, so wird in einer bestimmten Um- 
gebung von (xq, yo, • • 0; ^ > oder: 

es wird also dann «*"ein Minimum für x = Xq^ y = yo, • • -• 
In ähnlicher Weise würde man schliefsen, wenn das fragliche 
Glied eine negative definite Form wäre. 

136. Wir geben jetzt ein Kriterium um zu entscheiden, 
ob eine gegebene quadratische Form ^(ä, Ä, Z, • • •) eine positive, 
definite quadratische Form ist; das heifst, ob ^, welches auch 
die Werte Ä, Ä, Z, • • • sein mögen, nur positive Werte annimmt, 
die von null verschieden sind, wenn nicht gleichzeitig alle 
Ä, i, Z, • • • null sind. 
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Hangt ^ nur Ton der einen Yeranderlichen h ab, so wird 

^ = Äh^ und dies ist positiv und nur mit h null, sobald J. > 0. 

Hängt ^ von zwei Veränderlichen A und ifc ab, so wird: 

Ist dies eine definite positive Form, so wird fQr Ä: = 0, A =f= ^7 
^ = Äh^. Da dies positiv sein mufs, so folgt: 

Man kann ^ auf die Form bringen: 

^ = -J- [(^A + BJcy + (^C — ^)P] . 

Verfögt man über A und k so, dafs -4ä + Bk = wird, so 
nimmt ^ den positiven von null verschiedenen Wert 

^{ÄC — B')k^ 
an. Es ist also auch 

Die Bedingungen J.>0 und AC — ^>0 sind nicht nur 
notwendig, damit ^ eine definite positive quadratische Form 
wird, sie sind auch hinreichend. In der That, ist k =^0^ 
so wird: 

{ÄC-B^jk^>0 und (Äh + Bky^O 

und daher wird auch die Summe beider AusdiUcke und mit 
ihr ^ positiv; ist aber J = 0, so ist h=^0 und dann wird 
^ = ÄJi^ ebenfalls positiv. 

Hängt ^ allgemein von mehreren Veränderlichen h^k^lj - - 
ab, so kann man schreiben: 

t^Ah^ + 2Bh + C, 

indem man unter Ä eine Konstante, unter B eine Form ersten 

Grades von Ä, Z, • • • und unter C eine quadratische Form 

derselben Zahlen versteht. Sind alle k, l, - - - null, aber 

A4=0, so werden B und C null und es folgt ^ = Ah!^. 

Also mufs 

A>0 
sein. 
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Die Form läfat sich jetzt schreiben: 

i,^^[liÄh + By + (ÄC-B*)], 

nnd es wird ÄC — B^ eine quadratische Form von ä, Z, • • • . 
Erteilt man den Veränderlichen Werte, die nicht sämtlich null 
sind, und bestinmit h aus Ah + 5 = 0, so wird 

positiv und von null verschieden. Also muTs der Ausdruck 
AC — B^ positiv und von null verschieden sein. Setzt man 
daher ^^(t, Z, • • •) = J.(7 — J5*, so wird ^j eine quadratische 
Form von i, Z, • • • „ die immer positiv und von null verschieden 
ist, aufser wenn aUe Veränderlichen null sind. 

Also sind die notwendigen Bedingungen, damit ^ eine 
definite positive Form ist: 1) -4. > 0, 2) AC — B^ eine positive 
definite Form der Veränderlichen Ä;, Z, • • • . 

Diese Bedingungen sind aber auch hinreichend; denn 
erteüt man h einen willkürlichen Wert und i, Z, • • • willkür- 
liche Werte, die nicht alle null sind, so ist von den zwei 
Summanden, in welche ^ zerlegt ist, der erste positiv oder 
null und der zweite positiv; also wird ^ > 0. Erteüt man 
andererseits den ä, Z, • • • sämtlich den Wert null, so wird 
h=^0 und ^ == Ah^ positiv. 

, In dieser Weise ist die Entscheidung der Frage, ob eine 
quadratische Form definit und positiv ist, auf die Entscheidung 
derselben Frage bei einer anderen quadratischen Form zurück- 
geführt, die eine Veränderliche weniger enthält. Fährt man 
so fort, so kommt man auf die bereits untersuchten Fälle mit 
einer oder zwei Veränderlichen. 

Man untersucht, ob eine quadratische Form definit und 
negativ ist, indem man untersucht, ob — ^ definit und 
positiv ist. 

§ 5. Beispiele. 

137. Häufig fragt man nach dem relativen Maximum 
oder Minimum einer Funktion, d. h. nach dem gröfsten oder 
kleinsten Werte,, den sie anninmit, wenn die Veränderlichen in 
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einem gegebenen endlichen oder unendlichen Bereiche variieren. 
Entspricht dies einem Wertsysteme innerhalb des gegebenen 
Bereiches, so wird für dieses auch in dem früher definierten 
Sinne die Funktion ein Maximum oder ein Minimum, also ein 
absolutes Maximum oder Minimum. 

Wir wollen z. B. eine positive Zahl in jp positive Sum- 
manden zerlegen, sodafs das Produkt aus der a*«*^ Potenz des 
ersten, der ^^ des zweiten, u. s. w. schliefslich der fi*®^ Potenz 
des letzten Summanden ein Maximum wird. Dabei sollen 
^y ßf ' ' ' (^ positive Zahlen sein. 

Nennt man a:, y, • • • m, a — x — y — • u die frag- 
lichen Sunmianden und setzt 

U = ixf^y^zy • • • M^ (a — X — y — • • • — m)'*, 

so handelt es sich darum, JJ oder, was dasselbe sagt, seinen 
natürlichen Logarithmus zu einem Maximum zu machen. Setzt 
man daher die partiellen Ableitungen von log TJ gleich null, 
so erhält man 

a log ?7 ^^ ^ ^ ^^ Q 

dx X a — X — y u ' 

d\ogu _ ß ^ Q 

dy y a — x — y — u ' 

dlogü ^^X (t ^^ Q 

du u a — X — y u 

Diese Gleichungen lassen sich schreiben: 

X y u a — X — y u a 

"ö" "*" T "^ ^ « + (3H h'^ + f» ' 

dabei ergiebt sich das letzte Glied durch Addition der vorher- 
gehenden Proportionen. Nennt man daher Xq, J/o? * ' * **o ^® 
Werte der Veränderlichen, welche diesen Gleichungen genügen, 

so erhält man 

_ cc _ ß 

^0 — ^a + p-l h^ + f*' ^^~^a+(3H h't + f*'*" 

X 

« + P + - •+^ + f* 
und 



UQ = a 



a-x,-y^ u, = a ^^^^.''.^^^^^ 
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Der zugehörige Wert Ton U wird: 

Um zu erkennen, dafs U^ der gröfste der Werte TT ist, 
könnte man zeigen, dafs TT thatsächlich ein Maximum fcir das 
soeben berechnete Wertsystem der Veränderlichen x^y ^or * * wird, 
dafs diese Stelle iminneren des betrachteten Yariabilitätsbereiches 
liegt und dafs für sie die Ableitungen von log TT verschwinden 
müssen. Da aber diese Ableitungen nur für die vorstehend 
gefundenen Werte verschwinden, so sind diese die Werte, 
"welche TT zu einem Maximum machen. 

Man kann auch auf die Taylorsche Formel zurückgehen; 
ist ic, y, • • • w ein anderes System von positiven Werten der 

Veränderlichen, für welches auch a — x — y — u positiv ^ 

ist, so sind auch die Werte 

w^o < ^ < 1 ist, von derselben Beschaffenheit. Also sind die 
partiellen Ableitungen erster und zweiter Ordnung von log TT 
stetig für alle diese Wertsysteme x^y^-'-u und man erhält, 
wenn man beachtet, dafs die ersten Ableitungen an der Stelle 
^0? yo? • * ' verschwinden: 

log?7=logDi-i-[^^^' + &^^ + - + ^^^ + 

Dabei sind ^i, J/i, • • Wi Werte der Veränderlichen von der 
Form: 

a^o + ö(Ä:— i^o); yo + ö(y— yoX ••• «^o + ö(w— Mo); o<e<i. 

Der Ausdruck in der Klammer ist positiv und von null ver- 
schieden, da vorausgesetzt ist, dafs das Wertsystem ar, y,--«M 
mit dem System x^y J/o? ' ' ' ^o ^icht zusammenfällt. Also wird: 

log?7<logüo 

und es ist TTq thatsächlich der gröfste Wert, den TT an- 
nehmen kann. 
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Man beachte^ dafs U einen kleinsten Wert nämlich null 
annimmt, wenn einer der Summanden verschwindet, in die a 
zerlegt ist. Würde man diesen Summanden auch negative 
Werte geben, so könnte es sich ereignen, dafs U^ nicht mehr 
der gröfste der Werte von U wäre. 

138. Wir fragen nach den Maximis und Minimis der 
Funktion 

wenn die Veränderlichen durch die Gleichung: 

mit einander verbunden sind. 

Berechnet man aus der letzten Gleichung is als Funktion von 

X und y und setzt diesen Wert in die erste Gleichung ein, so 

wird u eine Funktion der Veränderlichen x und y und die 

Werte x, y, welche u zu einem Maximum oder Minimum 

machen, annullieren das totale Differential du für alle Werte 

dx und dy. Man hat nun: 

, dF . i dF ^ , dF . 

du=^j^dx+^dy+j^Jz, 

wobei dz das Differential von z bedeutet, das durch die Gleichung 

'i^dx+^dy+^dz = 

dx ^ dy ^ ^ dz 

definiert ist. 

Addiert man zu der Gleichung du = die zuletzt hin- 
geschriebene, nachdem man sie mit der unbestiomiten Zahl 
— k multipliziert hat, so erhält man: 

(If-'Ä) ^«+ ^-'fcO * + t?-'ID ^' - «■ 

Verfugt man nun in dieser Gleichung über k dej Art, dals 
der Koeffizient von dz verschwindet, so müssen dem Maximum 
oder Minimum entsprechend auch die Koeffizienten von dx 
und dy null sein und man erhält die Gleichungen 

^^ l^f — ^^ i^f — (\ ^^ 2^f — 

X dx ' dy dy ' dz dz 

Diese sind symmetrisch in Bezug auf alle Veränderliche und 
werden erhalten, wenn man die drei partiellen Ableitungen von 

F—Xf 
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bildet^ indem man X als konstant ansieht^ und diese Ausdrücke 
dann null setzt. 

Die drei Gleichungen bestimmen im Verein mit den beiden 
/= und w = JP die Unbekannten X, x, y, 0^ w, welche den 
Werten u entsprechen, für die ein Maximum oder Minimum 
eintreten kann. 

In ahnlicher Weise könnte man bei einer beKebigen An- 
zahl von Veränderlichen und Bedingungsgleichungen f=0 
schliefsen. 

§ 6. Vertauschung der unabhängigen Veränderlichen. 

139. Es sei ein System von Veränderlichen gegeben, die 
durch passende Relationen mit einander verbunden sind. Be- 
trachtet man eine Reihe von diesen Veränderlichen als unab- 
liängig, so werden die übrig bleibenden Funktionen von ihnen; 
wir werden die gewöhnlichen oder partiellen Ableitungen der 
"verschiedenen Ordnungen von diesen in Bezug auf jene be- 
trachten. Nimmt man eine andere Reihe von unabhängigen 
Veränderlichen, so betrachtet man in ähnlicher Weise die 
Ableitungen der übrigen Veränderlichen. Die Aufgabe der 
Yertauschung der unabhängigen Veränderlichen besteht darin, 
die Relationen zu finden, welche die unter der zweiten An- 
nahme gebildeten Ableitungen in die unter der ersten An- 
nahme gebüdeten überfahren. 

Der einfachste Fall ist der, wo y = f(x) und x = q)(t) 
ist. Dann wird y eine Funktion von t und die Ableitungen 
f(x)y f\oc)j f''{oc)y • • • von y als Funktion von x betrachtet 
lassen sich durch die Ableitungen von y als Funktion von t 
und von x als Funktion von ^ ausdrücken, wie wir jetzt sehen 
werden. 

Die Diflferentiationsregel für zusammengesetzte Funktionen 
liefert 



also wird 



dt 
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Dies können wir einfacher sehreiben: 

^ ^ dx dx' 

indem wir auf der linken Seite ^ als Ableitung von y nach 

Xy also als f(x) auffassen, das Glied j^ auf der rechten Seite 

aber als Quotienten der Differentiale von y und x als Funk- 
tionen von t deuten. 

Differentiieren wir beide Seiten der vorstehenden Gleichung 
nach t und dividieren durch dx, so erhalten wir: 

,j^v d^y dxd^y — dyd*x 

^^^ dx* ~ dx^ 

Eine erneute Differentiation ergiebt nach Division durch dx\ 

,Q\ d^y dx(dxd^y — dyd^x) — Sd*x(dxd*y — dyd^x) 

^^^ dx^ ~ dx^ 

Fährt man so fort, so erhält man die Formeln, welche die 
Ableitungen von y nach x als Funktion der Differentiale und 
also auch der Ableitungen von x und y nach t ausdrücken. 

Man kann die vorstehenden Formeln dadurch verifizieren, 
dafs man t = x setzt, sodafs die neue Veränderliche von der 
alten nicht verschieden ist. Alsdann ist dx konstant und 
daher cPx = cPx = . • • = 0. Indem man dies berücksichtigt, 
reduzieren sich die vorstehenden Formeln auf Identitäten. 

Setzt man t =^y und betrachtet also y als unabhängige 
Veränderliche, so braucht man in den vorstehenden Formeln nur 
d^y z=z d^y = . • • = zu setzen. Diese reduzieren sich dann auf: 

dy dy d^y dyd*x d^y — dxdyd^x-\-Sdyd*x* 

dx dx^ dx* dx^ ^ dx^ dx^ ' 

Setzt man die Ableitungen von ^ nach y in Evidenz, so er- 
hält man: 

d*x dx d^x . /d*xY 

dy 1 d*y dy* d^y dy dy^ \dyv 



dx dx^ dx* /dxY' dx^ . /dx\ 



Sf)" 



5 



dy \dyJ \dy/ 

Beispiel» Den Ausdruck: 



dx* 



8^ 
2 
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in welchem x die unabhängige Veränderliche und y Funktion 
von X ist^ in einen anderen zu transformieren^ in welchem t 
die imabhängige Veränderliche ist und x und y Funktionen 
von t sind. 

Durch Anwendung der Torigen Formeln erhält man: 






dxd*y — dyd^x dxd*y — dyd*x 
dx^ 

Es sei y wieder Funktion von x und es seien t und u 
zwei neue Veränderliche, die an die vorigen durch Relationen 
gebunden sind, die wir in die Form setzen: 

X = (p(t, u), y = ^(^, u). 

Wir wollen die Ableitungen von y nach x als Funktion der 
Ableitungen nach t und u ausdrücken. 

Zu diesem Zwecke braucht man nur die Ableitungen von 
y nach x als Funktion der Ableitungen von y imd x nach t 
auszudrücken. Diese kann man aus den Relationen berech- 
nen, die X, y, t und u verbinden; man erhält daher durch 
Differentiation, wenn t die neue unabhängige Veränderliche ist: 

dx = ^-^dt+^du, dy = ^-^dt+^du, 

Beispiel. Man will den Ausdruck V des vorigen Bei- 
spieles in einen anderen verwandeln, in dem die Veränder- 
lichen r und a sind, die an x und y durch die Relationen 

gebunden sind: 

X = r cos a, y = r sin a, 

wo a die unabhängige Veränderliche ist. 

Transformiert man den Ausdruck von F, sodafs a die 
unabhängige Veränderliche wird, so findet man: 

y^ {dx^ + dy^^ 
dxd*y — dyd*x 

Durch Differentiation der gegebenen Relationen erhält man: 
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dx = cos adr — r sin «rf«, 

dy = sin adr -\- r cos ada, 
also 

dx^ + dy'^ = dr^ + r^da^. 
Ferner wird 

d^/p __ ßQg cf^2^ — 2 sin adr da' — r cos ada^, 
d^y = sin «d^r + 2 cos adrda — r sin ada^ 

und daher 

dxd^y — dyd^x = — rd^rda + 2dr^rfa + r^da^ 

oder endlich: 



F = 



— rd'^rda -\- 2dr*da -\- r*da' 



140. Es sei eine Funktion von x und «/; man setzt für 
X und y zwei neue Veränderliche f und w, die an sie durch 
bekannte Relationen gebunden sind, die x und y durch t und t* 
und umgekehrt auszudrücken gestatten. Man will die par- 
tiellen Ableitungen von nach x und y durch die partiellen 
Ableitungen von nach t und w ausdrücken. 

Die Differentiationsregel für die zusammengesetzten Funk- 
tionen ergiebt, wenn man als Funktion von t und u und 
diese als Funktionen von x und y betrachtet: 



dz 
dx 


dz dt . dz du 
dt dx ' du dx 


dz 
dy . 


dz dt . dz du 
dt dy ' du dy 



Diese Gleichungen drücken sofort die Ableitungen ^ und ^ 

durch ^y und 0— aus. Die Koeffizienten 0— , 3— , • • • erhalt 

<7i <7t* ^a;^ oy^ 

man aus den Relationen, welche für x, y, ^, u gegeben sind. 
Differentiiert man die vorstehenden Gleichungen v(m 

Neuem, so findet man andere Gleichungen, die o— «> ^ o - , «—j 
bestimmen, u. s. w. 

Beispiel, Es sei ;8? eine Funktion von a; und y, welche 
der Gleichung genügt: 

dy' ^ dx* — ^' 
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An Stelle von x und y sollen die unabhängigen Yariabelen t 
und u eingeführt werden^ welche mit jenen durch die Glei- 
chungen verbunden sind: 

^ = a; -(- ay, u = X — ay. 
Man findet aus ihnen: 

dt - dt^ du ^ du 

' dx ' dy ' dx ^ dy 

Differentiiert man e nach x und y^ wie oben beschrieben 
ist^ so erhält man in unserem Falle: 

dx~'di'^du^ dy~^\dt du)' 

g'g d^z , • o a'g , d^z 

dx* " dt*'^ ^ dtdu "*" du*^ 
d^z o /a«Ä? « d^z . a*ip> 



^ \l?~'^diWi^du^/' 



dy' 

Substituiert man diese Ausdrücke in die gegebene Gleichung^ 
so erhält man nach Division durch — 4a*: 

ctdu 
In ähnlicher Weise behandelt man die FäUe^ in denen die 
Zahl der Veränderlichen gröfser ist. 
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Sechstes Kapitel. 
Komplexe Yeränderliche. 

§ 1. Grenzwerte. 

141. Die Regeln der Infinitesimalrecliimiig lassen sich 
auf die Zahlen übertragen^ die man in der Algebra imaginär 
oder komplex nennt und die sich auf die Form 

bringen lassen^ wo a und b reelle Zahlen bedeuten und i die 
imaginäre Einheit ist, sodafs i* = — 1 wird. 

Die Zahlen jsr = a? + yi nennen wir Veränderliche ^ wenn 
X und y reelle Veränderliche sind. Wir sagen, dafs gegen 
einen Grenzwert €«= a -{-hi konvergiert, wenn 

lim x^= a und lim y = & 

ist. Die Differenz z — c= {x — «) + (y — b)i hat zum ab- 
soluten Betrage die positiv genommene Quadratwurzel: 

« - c I = y{x - af + (y - V)\ 



Ist lim z =^ c, so hat dieser absolute Betrag den Grenzwert 
null Ist umgekehrt: 

lim \z — c I = 0, 

so haben auch die Gröfsen x — a und y — b den Grenzwert 
null; denn sie sind absolut kleiner als \z — c\ und daher 
wird auch lim z = c. 

Wir nehmen die Sätze (Nr. 10 — 12) über den Grenzwert 
einer Summe, eines Produktes, eines Quotienten auch fOr 
komplexe Veränderliche als bewiesen an, da der Beweis leicht 
auf reelle Veränderliche zurückgeführt werden kann. 
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§ 2. Heilieii mit komplexen Gliedern. 

142. Die Reihe 

^oy «*!, Wj, •••, 

deren Glieder komplex sind, lieiTst konvergent^ wenn die Summe 

«« = «*0 + ^ H ^n-l 

mit unbegrenzt wachsendem n gegen einen endlichen Grenz- 
wert^ welcher die Summe der Reihe genannt wird, konvergiert. 
Setzt man: 

wo die p und q reell sind, so hat man: 

5» = Oo +i>i H \-Pn-i) + (^0 + ^1 H h an-i) i. 

Damit die Reihe konvergiert, also Sn gegen einen Grenzwert 
P -f- Qi konvergiert, ist notwendig und hinreichend, dafs die 
Reihen der p und q konvergieren, dals also: 

P=Po+Pi-i ; 

^ = «o + «i +'"> 
ist. 

143. Man betrachte z. B. die geometrische Progression: 



■L , »</ a X , 



. • • 



• 



man hat hier: 

1 x^ 1 x^ 

Sn = l + x -] f- rr»-i = - — - = - — - — - — -. 

1 — X 1 — X 1 — X 

Ist der Betrag von x kleiner als 1, so hat der Betrag von a?" 
bei unbegrenzt wachsendem n den Grenzwert null; daher 
konvergiert die vorgelegte Reihe und es ist: 

j-^ = l+a: + ^« + ..., |a:|<l. 

Setzt man x = r (cos a -f- ^ sin a), so wird 

1 

z 7 7-^' — r = l+r(cosa+isina)4"^*(cos2a+isin2a) + 

1 — r(coBa+t8ma) ' ^ ' / i v i / i 

+r*(cos 3a + i sin 3a) ^ . 

Die linke Seite wird aber: 

1 1 — r cos a + rt sin a 

1 — r(cos a + i sin a) 1 — 2rco8a + *'' 

Setzt man also die reellen Teile und die Koeffizienten von i 



13 



• 
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einander gleich^ so erhalt man die für alle positiven echten 
Brüche r und alle reellen Werte von a gültigen Formeln: 
1 — r cos a 



1 — 2rcosa + »' 
f sin« 



ji = 1 -f- ^ <^s Ä -f- ^"^ COS 2a + 
- = r sin a -f- ^* sin 2a -f" • * • • 



1 — 2rcosa + r 

144. Satz, Das allgemeine Glied einer hmvergevden BeQie 
erhebt den Grenzwert null, wenn sein Index unbegrenzt wächst. 

In der That, setzt man w„ = |>^ -(- q^i^ und konvergiert 
die Reihe der Unj so konvei^eren die reellen Reihen, deren 
allgemeine Glieder pn und gn sind, also wird (Nr. 55) lim pn = 0, 
lim g^ = und daher auch lim Un = 0. 

Wir nehmen die Sätze (Nr. 52 und 53) als bewiesen an, 
die sich auf die Multiplikation einer Reihe mit einer Eon- 
stanten imd auf die Summe zweier Reihen beziehen. 

Satz, Eine Eeihe mit komplexen Gliedern konvergiert, 
weim die Beihe der absoluten Beträge der einzelnen Glieder 
konvergiert 

Es seien 

^oy ^u ^27 " ' 
die Glieder der gegebenen Reihe imd 

^OJ ^17 ^2J • • • 

ihre absoluten Beti^ge, von denen wir voraussetzen, dafs sie 
eine konvergente Reihe bilden; 

<^07 ^y «2; • • • 
seien die Argumente der einzelnen Glieder. Dann ist: 

Un = r„ (cos an-\- i sin a„). 

Daher sind die aus den reellen Teilen und aus den Koeffizienten 
von i gebildeten Reihen 

Tq cos Uq, >! cos a^, ^2 cos «2, • • • 
und 

Tq sin ttQ, r^ sin a^, r^ sin Og, • • • . 

Ihre Glieder sind beziehungsweise absolut kleiner als die Glieder 
der konvergenten Reihe 

^o> n; ^27 •••• 

Also konvergieren auch jene Reihen, also auch die Reihe der u. 
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So ist z. B. die Reihe 

.^ «A/ •«/ •«/ 

^f ri' 27' sT' ' * 



konvergent für jeden reellen oder komplexen Wert von rc; 
denn ist r der absolute Betrag von x^ so ist die Reihe 



' Ü' äl' 8]' " 



konvergent und hat zur Summe ^. 
145. Satg. Wenn die Beihen: 

(1) ^07 Wi, Wä; • • 



(2) ^o; ^x; ^8; • • • 

konvergieren, uncl wenn cmeh ^ Beihen ihrer dbsolAdm Beträge 

(3) %j %, Oa, - • 
imd 

(4) 2>o? ^; ^a; ' ' ' 

honvergierenj so Jconvergiert (mch die Beihe 

(5) Woy M7i, Wg, •••, 

ist imd ihre Summe ist gleich dem Produkte der Summen der 
beiden gegebenen Beihen. 

Wir beweisen den Satz zunächst für die Reihen (3) und (4), 
die aus den Beträgen der einzelnen Glieder gebildet und daher 
Beihen mit lauter positiven Glieder sind. 

Setzt man 

^P = h + h H f- h-iy 

und 

so erkennt man leicht^ daüs das Produkt 
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ÄpBp = «0*0 + «1*0 H h ö^P-i*o 

+ 0^0*1 + öti&i + • • • + »p-l&i 

+ 

den Wert hat: 
Ä^Bp =Cp + a^hp^i H \- Op-i^i H h a^-iftp-i. 

Es ist also: 

ApBp > (7j, 
und 

ÄpBp <C Cip < (7j{p4_i. 

Setzt man in der ersten Ungleichung p = ny so wird 

Setzt man in der zweiten Ungleichung n=^2p oder 2p + 1, 

sodals p die ganze gröfste Zahl ist, die in y enthalten ist^ 
sp wird: 

Ort Jl> ApJjp. 

Mit unbegrenzt wachsendem n wächst auch ^ unbegrenzt; 
nennt man daher Ä imd B die Summen der Reihen (3) 
und (4), so wird: 

lim An = lim Äp==i A, lim Bn = lim J5p = J5. 

Also ist (7n zwischen zwei Zahlen enthalten, die gegen den- 
selben Grenzwert konvergieren und daher wird auch 

lim C« = AB, 

Jetzt wollen wir die komplexen Reihen (1) und (2) be- 
trachten; setzt man: 

Sn = «*o + ^1 H h «*n-l, 

Sn =Vq +t;i H \-Vn-l, 

Sn'= Wq + W^-] h Wn-l , 

SO wird 

Bildet man daher auf beiden Seiten den absoluten Betrag und 
bedenkt, dals der absolute Betrag einer Summe nicht grölser 
ist als die Summe der absoluten Beträge, so wird: 
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SnSn — Sn' \ ^ a^bn-i H h a«_i&i + • • • -f a«_i&«_i 

oder 

Bei unbegrenzt wachsendem n wird lim (An B^ — C„) = 0, 
also auch lim | SnSn — 5«" | = und mithin 

lim 5«"= lim 5„ • lim Sn- 

§ 3. Exponential- und Ereisfunktioneii einer komplexen 

VeränderUohen. 

146. Als Definition von 6* für komplexes x dient uns 
die Gleichung: 

(1) ^=l+*+|^ + |^ + ..., 



WO die Reihe auf der rechten Seite filr jedes x konvergiert 
imd für reelles x imser früheres 6* liefert. 

Analog setzen wir bei komplexem x die Gleichungen an: 



a;* . rc* 



• • • 



(2) smx = x — jj + -^- 

(3) C08a;=l — fy + fy . 

Auch diese Reihen konvergieren für jedes x imd fallen bei 
reellem x mit imserem früheren sin x imd cos x zusammen. 
Setzt man in (1) ix für x^ so wird: 

ß** = 1 -I- tic t — H -4- t • • • . 

also wegen der Formeln (2) imd (3): 

(4) e*'* = cos ÄJ + i sin x. 
Vertauscht man x mit — Xy so wird: 

(5) e~** = cos a; — i sin äj. 
Aus diesen letzten Formeln erhält man: 



(6) cos X = *-^ , sm a? = 



2 ,«*"-— 27 



und bekonmit mithin die Ereisfunktionen ausgedrückt durch 
die Exponentialfunktion. 
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147. Die Eigenschaft: 

bestellt auch fOr komplexe x und y. In der That, man hat: 

^ = i + n + lT + '-' 
^ = i + ri + -|T + -- 

Multipliziert man beide Reihen nach der bekannten Begel, die 
man anwenden darf; da auch die aus den absoluten Betragen 
beider Reihen gebildeten Reihen konvergieren, so erhalt man: 

und das allgemeine Glied ist: 

*" _L. «=*~^ y 1 -L ^"~'' J^ j_ j_ »" _ 

= — : hr" + wa?"~^yH h ./^' N, ^''''"''yH hy* U= . > 

n!|_ ' ^ ' ' r!(»— -r)! ^ ' ' ^ J n! 

Also wird 

c*ey = 1 H j-j 1 yj 1 1 —^ r •; • • 

Da aber die Reihe rechter Hand nach Definition die Summe 
e*+y hat, so erhalt man die zu beweisende Formel. 
In Folge dieseä Satzes hat man: 

.e*+y* a= c*e!'' == c* (cos y + i sin y). 

Setzt man x und y als reell voraus, so ist o; ~|- yi irgend eine 
komplexe Zahl und 6*+^'* in trigonometrischer Form aus- 
gedrückt; es- hat zum absoluten Betrage 6*, zum Argument y. 

Umgekehrt kann man eine komplexe Zahl vom Betrage r 
und mit dem Argument a einfach re"*' schreiben. 

Durch gliedweise Multiplikation der Formeln (4) und (5) 
erhalt man: 

(9) 1 = cos* X + sin* ^, 

eine bekannte trigonometrische Formel, die sich so für jedes 
komplexe x als bewiesen herausstellt. 



(10) 
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Multijdiziert man die Formeln: 

e^»' rs=s cos y -f" * sin y 
mit einander, so erhalt man: 
€^*+y)i = (cosa; cosy — siniC8iny) + i(cosa:siny + sina:cosy) 

oder: 

eos (a; + y) + i sin (o? + y) ?=» 

= cos X cos y — sin rc sin y + ♦ (cos « sin y -f- sin x cos y). 

Vertausdit man x imd y mit — x und — y, so erhalt man: 
cos (x -]- y) — i sin (a? + y) «= 

= cos X eos y — sin a; sin y — i (cos a; sin y -f- oos y sin a;). 
Hieraus erhalt man die Formeln für die Addition der Bögen: 

cos (a; + y) = cos x cos y — sin ar sin y , 

< 

sin (a; + y) = sin x cos y + cos x sin y, 

die also für beliebige reelle oder komplexe Werte x und y 
gelten. 

Man erhält aus diesen letzten Formeln: 

cos (x -f- yi) = cos x cos yi — sin x sin yi, 

sin (a; -f- yi) = sin a; cos yi -f- cos x sin yf 

und nach (6): 

• cos y* = —^ , sm yt = — ^J — " * i 

Ist daher y reell, so ist auch cos yi reell und sin yi rein 
imaginär. Substituiert man diese Ausdrücke in die letzten 
Formeln, so erhält man, wenn man x und y als reell voraus- 
setzt, cos (x -f- yi) und sin (x -f- yi) in der Form a -f- 6i. 

148. Die Funktionen — ^^ — und — ^- — zeigen viele 

Ähnlichkeit mit den Kreisfimktionen Cosinus und Sinus; ob- 
wohl sie sich durch die Exponentialfunktionen ausdrücken und 
daher keine neuen Funktionen sind, so legt man ihnen die 
Namen hyperbolischer Cosivms und hyperbolischer Sinus bei und 
stellt sie durch die Schreibweise dar: 

Coha; = — ^^ — , Sih x = — ^-^ 
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Man erhält mit gröfster Leichtigkeit die Formehi: 

Coh (— a;) = Coh rr, Sih (— a;) = — Sih (a;) 

Colia; = l + -2y + ^+gyH 

^^- = h + h + h + --- 

e* = Coh X + Sih rr 
e-* = Coh X — Sih x 
l = Coh*aJ — Sih^a; 
cos ix = Coh Xy sin ix = i Sih x 
Coh (iT + y) = Coh x Coh y + Sih x Sih «^ 
Sih (x -]- y) = Sih a? Coh y + Coh x Sih y. 

Die anderen trigonometrischen Funktionen werden durch 
ihre Ausdrücke in sin und cos definiert, die für reelles x die 
Ergebnisse von Beweisen sind; so setzt man z. B. für kom- 
plexes x: 

, sin a? 

tanff X = 

° cosa; 

oder, wenn man alles durch Exponentialfunktionen ausdrückt: 
(12) tanff x=^- : r • 

Eine ähnliche Definition giebt man für den hyperbolischen 
Tangens und setzt: 

^ , Sihaj e*--c~* 
Tah X = rTTT- = 

Man erhält daraus: 

tang ix = i Tah x, u. s. w. 

149. Man sagt, dafs y der natürliche Logarithmus von x 

ist und schreibt 

y = log X, 
wenn 

e^ = X 

ist. Setzt man a; = r(cos a + i sin a) und y =i? + 3*, so 

hat man: 

ev = 6i'+2* = eP (cos g' + i sin q). 

Damit diese komplexe Zahl gleich x ist, ist notwendig, dafs 
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die absoluten Betrage gleich sind und die Argumente sich nur 
um ein Vielfaches von 2ä unterscheiden. Man erhält daher 
aus der Gleichung e^ = x die folgenden zwei zwischen reellen 
örofsen: 

g = a-f-2Ä;3r (k ganzzahlig). 

Die zweite bestimmt q, aus der ersten erhält man p in 
eindeutiger Weise, da r reell und positiv ist und daher ein 
einziger reeller Wert p existiert, für den e^ = r ist; dieser 
ist der Logarithmus von r, welcher bei den Funktionen von 
reellen Veränderlichen definiert wurde; wir wollen ihn durch 
die Schreibweise bezeichnen: 

p = log' r. 

Sind auf diese Weise p und q bestimmt, so wird, da 

p + qi = y = \o^x 
ist: 

(13) log \r (cos a + i sin «)] = log' r + i (a + 2Ä;3r). 

Der Logarithmus einer komplexen Zahl hat also unendlich 
viele Werte. Sein reeller Teil ist immer derselbe und ist der 
Logarithmus (im Sinne der reellen Veränderlichen) des abso- 
luten Betrages. Der Koeffizient von i ist das um ein will- 
kürliches Vielfaches von 2ic vermehrte Argument. 

Ist die Zahl, deren Logarithmus man bilden will, reell 
und positiv, so ist sie gleich ihrem Betrage r und als Argu- 
ment kann man die NuU nehmen. Also giebt die vorige Formel: 

log r = log' r -f- 2i3r j. 

Der Logarithmus einer reellen positiven Zahl hat also un- 
endlich viele Werte; einer ist reeU, er entspricht dem Werte 
ife = und giebt den für die reellen Veränderlichen definierten 
Logarithmus. Alle anderen sind imaginär und paarweise kon- 
jugiert; denn man erhält konjugierte Werte für logr, wenn 
man h entgegengesetzt gleiche Werte giebt. 

Es sei jetzt — r eine reelle negative Zahl; ihr Betrag 
ist r und als Argument kann man :nr nehmen; daher wird: 

log (— r) = log' r + (2Ä; + 1) %L 

Alle diese Werte sind imaginär. Erteilt man h die Wertepaare 
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(0, — 1); (1, _ 2); (2, — 3) . . ., so erhalt log (— r) kon- 
jugiert imaginäre Werte: 

log' T + niy log' T + Surf, log' r + ösri, • • • . 

150. Der Schreibweise m* erteilt man bei komplexem t* 
und i; die Bedeutung: 

4ie eine Identität ist^ wenn u und t; reell sind und i« > ist. 
Nun hat logt* imendlich viele Werte; nennt man logw einen 
von diesen; so ergeben sich alle übrigen aus der Formel: 

log w + 2*»;». 

Also hat auch u'' unendlich viele^ im allgemeinen verschiedene 
Werte. 

So hat z. B. der Ausdruck i^ nach den gemachten Ver- 
abredungen die Bedeutung e*^®«*, und da: 

ist, so erhält man: 

also uniBndlich viele Werte, die sämtlich reell sind. 

151. Wir sagen, dafs x = arc sin z oder oo «« arc cos e 
ist, wenn sin a; = i? oder cos a? = ^ ist. Diese inversen Kreis- 
funktionen können leicht auf Logarithmen reduziert werden^ 
In der That, ninmit man auf beiden Seiten der Gleichung (4) 
die Logarithmen, so erhält man: 

(14) xi = log (cos ;» -f- i sin go). 

Setzt man in ihr sin a? = ^, also cos x=!=^y\— »^ \aA 
X "s arc sin 0, so erhält mian: 

(15) arc sin i? = — log (j/l — z^ + z%) . 

Setzt man ebenso in Formel (14) 

cos x^=Zy sin a; = yi — z^y x = arc cos Zy 
so wird: 

(16) arc cos ^ = — log (z -{' i j/l -^ z^) . 
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Untersucht man die Formel (15), so erkennt man, dafs 
der Ausdruck yi — 0^ -f- ai bei gegebenem dem doppelten 
Vorzeichen- der Wurzel entsprechend zwei verschiedene Werte 
hat* Jedem von ihnen entsprechen noch imendlich viele Werte 
von arc sin ^, da der Logarithmus unendlich viele Werte hat. 
Ist reell und kleiner als 1, so ist yi — 0^ reell und der 
Betrag von yi — 0^ + jsfi ist die Einheit, der Logarithmus 
dieses Ausdruckes ist rein imaginär, also hat arc sin einen 
reellen Wert. Ist aber reell und gröfser als 1 oder imaginär, 
so ergiebt sich auch arc sin imaginär. So ist z. B. : 

arc sin 2 = 4- log (y=^ + 2t) = 4 log i (ys + 2) 

= i-log'(V3 + 2) + (2Ä + i-)«. 

Dividiert man die Formel (4) durch (5), so kommt: 

2^^. cos 0? 4- ^ si^ ^ 1 + ttanga? 

cos X — ismx 1 — i tang x 

Ninmit man die Logarithmen: 

1 , l + »tangaj 

rC = r-. lOff ^ .. , 

2 t Ol — » taug X ' 

und setzt tang x = 0^ x == arc tg 0, so hat man: 

(17) arctg^ = -.logj^. = -logjq;:^. 

So bleiben die Exponentialfunktionen und Logarithmen, 
sowie die direkten und inversen trigonometrischen Fimktionen 
auch für komplexe Werte der Veränderlichen definiert und 
man sieht, dafs die direkten trigonometrischen Funktionen sich 
durch Expoiientialfanktionen, die inversen durch Logarithmen 
ausdrücken lassen. Macht man also aus der Exponentialfunk- 
tion und ihrer Umkehr, dem Logarithmus, nur eine Kategorie 
von Funktionen, so schliefst man, dafs alle bisher in die Rech- 
nung eingeführten transcendenten Funktionen sich auf 6* als 
einzige Transcendente zurückfuhren lassen. 

§ 4. Funktionen einer komplexen Veränderliolien. 

152. Wir sagen, dafs w eine Funktion der komplexen 
Veränderlichen ist und schreiben m; = /*(;^), wenn zu jedem 
Werte von ein Wert von w gehört. 
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Setzt man w = u -}' vi, j8f = a; -f- y*; ^o u, v, Xy y reelle 
Veränderliche sind, so sind, wenn w eine Punktion von z ist, 
auch u und v reelle Funktionen von x und y. 

Wir sagen, dafs die Punktion w == f{is) eine Ableitung 
besitzt, wenn der Ausdruck: 

Az h 

gegen einen Grenzwert konvergiert, während die komplexe 
Veränderliche h gegen null konvergiert. Dieser Grenzwert ist 
der Wert der Ableitung f(0\ welcher dem betrachteten Werte 
von entspricht. 

153. Man setze 

w = 9(rr, y), v = il;{x,y) 
und 

wo k und l reelle Zahlen sind. Man erhält: 

f{z):=^(p(Xyy) + il;(x,y)i 
und 

f(g + h) = ip(x + k,y + T) + tix + k,y + r)i 

imd daher 

Aw ^ [y (a; + Jc,y + V) — tp{x, y)] + [ti,{x + k, y + 1) — t/>(a;, y)] t ^ 
Az k-\-li 

Besitzt w eine Ableitung /*'(^)^ so konvergiert ^— gegen 

/*'(^), in welcher Weise man auch AiS null werden läfst. Man 
setze zunächst in A0 = ä = Jfc + Zi den imaginären Teil li 
null; man erhalt dann: 

2j^ y(a? + ^iy) — y(^>y) + [^(a? + A;, y) — iff(x,y)]i ^ ^ , . 

Damit dies eintritt, müssen der reelle und der imaginäre Teil 
gegen Grenzwerte konvergieren. Daher besitzen die Punk- 
tionen <p und ip die partiellen Ableitungen nach x und man hat: 

f(z) = q>;{x, y) -f t>/(a;, y\ 

Setzt man andrerseits in AjET den reellen Teil k gleich null, 
so konmit: 

jjj^ y (a?, y + — y (^, y) + i\.^ix,y + J) — 'ipjx, y)] ^ ^, , . 

9% 



Komplexe Veränderliche. 207 

Dnrcli eine ähnliche Überlegung sehlieM man daher auf die 
Existenz der partiellen Ableitungen von tp und ^ nach y 

und erhält: 

f'(z) = iPy'ix, y) — q>y{Xy y)L 

Vergleicht man diesen Ausdruck von f{e) mit dem vorigen, 
so erhält man^ da beide identisch sein müssen: 

9x(Xyy) = ty\x,y), und ^x{x,y) = — q>y{x,y), 

das heilst: 

Da/mit w = u -}' vi eine Fimktion von z =^ x -}' yi wird, 

die eine bestimmte Ableitung besitzt, ist notwendig, dafs die 

reellen Ftmktionen u tmd v der Veränderlichen x und y den 

Gleichungen genügen: 

du dv du dv 

dx dy ^ dy dx 

DifPerentiiert man die erste Gleichung nach x^ die zweite 

ß D vi) 

nach v imd beachtet, dafs ^ ^ == ^—5— ist, so erhält man 
^ . ' oxcy oycx ' 

die Gleichung 

d^u . d^u ^ 

dx*'^ dy*~ ^ 
eine partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung für die 
Funktion u allein. In ähnlicher Weise ergiebt sich, wenn 
man die erste Gleichimg nach y und die zweite nach x 
differentiiert, durch Subtraktion 

dx* ' dy* 
Also genügt auch v derselben partiellen Differentialgleichung, 
der u genügt. 

154. Wenn die u und v nebst ihren partiellen Ableitungen 
erster Ordnung stetig sind und wenn die Bedingungen: 

du dv A ^^ ^* 

dx dy dy dx 

erfiiUt sind, so besitzt die Funktion w = u -{- vi eine Ableitung. 
In der That, man hat (Nr. 105) 

q>(x + h\y-{'J) — (p{x,y)==1cq>;(x,y) + l(pyXx,y) + ak + ßl, 

ti^ + k,y + l) — t(x,y) = ktJ{x,y)-^ltyXx,y)-^a'k-^ß'l 

Addiert man die zweite Gleichung, nachdem man sie mit i 
multipliziert hat, zur ersten, so erhält man: 
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Aic = Htpx+itx') + KWH- *>y') + ah + ßl + aik + ß'il, 
oder, wenn man beachtet, dafs ^/==9a.'und 9y'=^ — i^x=^ifx ist: 

. AW = (* + li) (9x'+ *>a:') + «* + /Sil + <^'i* + /3'*^- 

Durch Division mit Je -{■ li ^^ /^e folgt: 

Man lasse jetzt A^sr null werden, dann werden auch Je 
und l und mit ihnen a, /}, «', /3' null. Die Ausdrücke: 

Je , ? 

Ä; + h* Jc-\-lt 

• * 

bleiben endlich, da ihr Betrag kleiner als 1 ist; also wird 

lim -^ = 9a: + ^a; • ^. 

155. Man stelle die Veränderliche z = x -]- yi auf einer 
Ebene durch einen Punkt M dar, dessen rechtwinklige Gartesi- 
sehe Koordinaten x und y sind. In ähnlicher Weise stelle 
man in einer zweiten Ebene die Funktion w = u -}- vi durch 
einen Punkt P dar, dessen Koordinaten u und v sind. Da w 
eine Funktion von z ist, so gehört zu jedem Punkte M der 
ersten Ebene ein Punkt P in der zweiten und daher bestimmt 
die komplexe Funktion w = f(0) eine Abbildung der Punkte 
der ersten Ebene auf die der zweiten. 

Pig. 4. 




^ Si 




U 



Erteilt man den neuen Wert jgf + ä, der durch den 
Punkt M' dargestellt sein möge, so wird |&| durch die 
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Strecke MM' und das Argument von h durch den Winkel 
zwischen MM' und der rr- Achse bestimmt. Ist P' der Bild- 
punkt von M\ so wird PP'= \ Aw \ und der Winkel: 

PP\£IU = Si,Tg Aw, Läfst man jetzt A0 null werden, so 
wird, wenn f(0) eine Ableitung besitzt: 

und daher: 



lim 



A0 



= ^-T^^^Ä^ 1^(^)1 • 



Ist I f(/) I nicht null, so wird auch: 



lim arg ^ = Hm (arg Aw — arg Az) 



= lim IP'P^aU— M'M^OX] = arg f(z). 

Ist Jf" ein zw^eiter Punkt, in der Nähe von M und P" 
sein Bildpunkt, so wird auch: 

lim ^7- = i A^) I , lim [P"P,'ßD'- M''MJJX\ = argf (^). 
Also schliefst man: 

lim [(P'^P, aU—P^P, £lü) — (M^M, 0X — M1\I, OZ)]=0. 
Die letzte Gleichung kann man auch schreiben: 

lim (Z.P"PP'— /.Jf'Jfilf') = 0. 
Die erste Gleichung kann man dadurch deuten, -dafs man sagt, 

wenn M' und M" nach M hineinrücken, so werden ^^.. 

PP' 
und TgnjT? einander gleich und daher werden die Seiten MM', 

MM", PP\ PP'' an der Grenze einander proportional. Die 
zweite Gleichung sagt aus, wenn man M' und W der Art 
variieren läXst, dafs iM" MM' gegen einen Grenzwert kon- 
vergiert, dafs dann: 

Um P"PP' = Hm Jlf'JfJlf' 

wird. Dies kann man so deuten, dafs man sagt, die Winkel 
M"MM' und P''PP' konvergieren gegen die Gleichheit. 
Daher konvergieren die Dreiecke M'MM" und P'PP" gegen 
die AhnHchkeit. Dieses ganze Verhalten pflegt man dadurch 

Genocchi-Peano, Diff.- u. Integral-Beobnung. 14 
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ausoudrüeken^ dafa man sagt^ die beiden Ebenen sind in ihren 
kleinsten T^en einander ähnliek Das Yorliei^ehende darf man 
jedoch niidit anders auffassen^ als eine Yersinnhehung der ge- 
fahdenen Fonneln. 

156. Wir setzen auch für imaginäre Veränderliche die 
Differentiationsregeln für reelle Veränderliche als bewiesen 
YorauS; die f(ir eine Sunune^ ein Produkt^ einen Quotienten^ 
für Funktionen von Funktionen und inverse Funktionen gelten 
(Nr. 34 — 38); denn der Bewei« ist ganz derselbe. 

Die Ableitung der Exponentialfunktion kann man auf 
folgende Weise erhalten. Es ist: 

also 

(1) 

Nun ist: 



«*+*— e* 



6» 



e*. 



C* = 1 +- + - + .. . 

^-^. = 1 + A+*!j. 



h 



3! 



-i = *[^ + ri + ---] 



und 
(2) 



e»-l 



— 1 



= |Ä 



*+- + 



21 



• • • • 



Der zweite Faktor in den Betragstrichen auf der rechten Seite 
ist endlich und wird^ wenn Tc eine positive Zahl ist^ die den 
Betrag von ä übersteigt: 



-+- + 

2! ~8! ~ 



<- + - + 

^ 21 ' 31 ' 



Läfst man daher Ti null werden ^ so hat das Glied auf der 
rechten Seite den Grenzwert null und es wird 



lim 



oder: 



6*-l 



— 1 



= 



lim 



6*-l 



= 1. 
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Aus der Formel (1) erhalt man daher: 



e' 



lim jr = 6«; 

d. h. die Ableitung von c* ist wieder c*. 

Aus der Ableitung von e' lassen sich die Ableitungen 
von sino; und cos x berechnen; denn diese Funktionen lassen 
sich durch Exponentialfunktionen ausdrücken. Man hat: 



e«<-c-«< e^'+c 



— «< 



sm X = jT' 1 cos X 

Also folgt durch Differentiation: 

d sin Ä 6*' + c^"* d cos a? . e"* -^ «"**' 

genau wie bei den reellen Veränderlichen. 

Wendet man die Differentiationsregeln für die inversen 
Funktionen an^ so findet man die Ableitungen yon log^r, 
arc sin Xj arc cos a?, • • • , welche mit den für reelle Veränder- 
liche gefundenen Ausdrücken zusammenfallen. 



§ 5. Fotensreilien in einer Verttaderliolien. 
157. 8ati^ Wetm in einer Beihe: 

Wo, u^x, u^x% u^a^'", 

in der w^, Wi, • • • von x tmabhängige Oröfsen sind, für einen 
bestimmten Wert ven \.x\'=^ B, der Betraff des allgemeinen 
Gliedes^ \ Un<x^ |, nickt helidng grofse Werte annimnUy so konver- 
giert die vorgelegte Beihe fiir jedes x, dessen Betrag kleiner 
als B ist. 

In der That^ man nehme an^ da(s der Betrag des all- 
gemeinen Gliedes für den Wert von x, dessen Betrag B ist, 
immer kleiner als eine endliche örölse Ä sei. Dann ist: 

Erteilt man x einen Wert, dessen Betri^ r kleiner ist' als By 
80 wird der Betrag des allgemeinen Gliedes der Beihe: 

tt,r«* I =s±* I w„ I r"; dies kann man schreiben: | w« | Ä* • l~Y . 
Nach Voraussetzung ist daher \unix^\<Ä {^Y- Die Beihe 
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aber, deren allgemeines Glied -^(;g) ist^ konvergiert; denn 

sie ist eine geometrische Progression, deren Quotient -g kleiner 
als 1 ist. 

Daher konvergiert die Reihe aus den absoluten Beträgen 
der Glieder der gegebenen Reihe; denn deren Glieder sind 
kleiner als die entsprechenden einer konvergenten Reihe. Also 
konvergiert auch die vorgelegte Reihe. 

Eorollar. Wenn die Beihe w^, u^Xj ri^x^, • • • für einen 
Wert X hmvergiert, dessen Betrag R ist, so hmvergiert sie cmch 
für jedes x, dessen Betrag Meiner als B ist 

In der That, konvergiert die Reihe für den betrachteten 
Wert von x, so hat der Betrag des allgemeinen Gliedes bei 
unbegrenzt wachsendem n den Grenzwert null. Also bleiben 
von einer bestimmten Stelle an die Betrage der Reihenglieder 
kleiner als eine endliche (positive) Zahl, die willkürlich ge- 
wählt werden kann. Die vorausgehenden Glieder sind endlich 
und in endlicher Anzahl; sie bleiben daher kleiner als eine end- 
liche Zahl. Also bleiben die Beträge aller Glieder kleiner als 
eine endliche Zahl und wir kommen auf den vorigen Satz. 

158. Eine nach Potenzen von x fortschreitende Reihe 
kann flir alle x konvergieren; dies würde der Fall sein bei 
der Reihe: 

deren Summe e* ist; sie kann aber auch für keinen Wert von 
X konvergieren aufser für a? = 0, wo die Reihe sich auf das 
erste Glied reduziert. Ein Beispiel dafür ist die Reihe: 

1, l\x, 2\x^, ... . 

Denn nimmt man in ihr | a? | > 0, so hat das allgemeine Glied 
zum Grenzwert oo. Es kann sich aber auch ereignen, dafs 
die vorgelegte Reihe für einige Werte von x konvergiert, für 
andere divergiert. Es sei q die obere Grenze der Werte von 
I iZJ I , für welche die Reihe konvergiert. 

Dann konvergiert die gegebene Reihe für alle Werte a;, 
deren Betrag kleiner als q ist, sie divergiert für diejenigen, 
deren Betrag gröfser als q ist. Für Werte x, deren Betrag 
gleich Q ist, kann sie konvergent oder divergent sein. 
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So konvergiert die geometrische Progression 

1, Xy x^j a^y ' ' ' 

für jedes x, dessen Betrag kleiner als 1 ist; sie divergiert für 
die Xy deren Betrag ^ 1 ist. 

Die Gröfse q heifst der Konvergmzradius der Beihe. Stellt 
man die komplexe Yariabele in einer Ebene dar und beschreibt 
um den Koordinatenanfang als Mittelpunkt einen Ereis mit 
dem Radius q^ so heilst dieser der Konvergenzkreis, Die vor- 
gelegte Reihe konvergiert für alle Werte der Veränderlichen, 
die durch Punkte im Inneren des Eonvergenzkreises dargestellt 
werden; sie divergiert fiir die Punkte im Aufseren. 

159. Wenn die Beihe: 

Wo, '^iX, u^x^, • • • 
für die Werte x konvergiert, deren Betrag Meiner als q ist, so 
konvergieren für dieselben Werte von x auch die Beihen, die 
aus den Ableitmigen der einzelnen Glieder gebildet sind, wnd 

setzt man: 

f{x) =Wo + Wi^+ u^x^^ , 

fix) = Iwj +2u^X'\ , 



so sind die Funktionen f{x)j f\x)y - * - die erste, zweite, • • • Ab- 
leitung von f(x). 

In der That, nennt man r den Betrag von x, und nimmt 
man r < 9 an und nennt B eine Zahl zwischen r und 9, so 
konvergiert die gegebene Reihe auch, wenn man x einen Wert 
vom Betrage B giebt. Daher hat der Betrag des allgemeinen 
Gliedes UnX'^j der immer kleiner ist als | m« | iJ", den Grenzwert 
null bei wachsendem n. Er ist daher immer endlich und wir 
können voraussetzen: 

Nun hat das allgemeine Glied der Reihe der Ableitungen, 
das Unnx^'"^ ist, zum Betrage: 

Aber die Reihe, deren allgemeines Glied nAl^j ^ ist. 
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konvergiert^ dit deir Betrag des VieirhaltiiiBses eines Gliedes zum 

. vorhergehenden den Grenzwert -5- < 1 hat. Mithin konvergiert 

auch die Iteihe aus den Betragen der Glieder von f\i^) und 
endlich auch die Reihe für f\x). 

Die Reihe för f\x) entsteht ebenso aus der Reihe ftir 
f{x\ wie diese «us der Reihe för f{x\ sie ist daher ebenMls 
konvergent; das Gleiche gilt, welches auch die Zahl der voll- 
fdhrten DüFerentiationen sein mag. 

Dies vorausgeschickt, hat man: 



f(x + %)- f{x)= ^u„ [(x + hy - a^] 






Subtrahiert man hiervon die Reihe: 



GO 





so wird: 



I .» ' W ! r %' 



A 
21 





TT 
Um nun zu beweisen, daljg 

ist, braucht man nur zu zeigen, dafs das Glied auf der rechten 
Seite der vorigen Gleichung mit h gegen null konvergiert und 
man braucht also nur zu erkennen, dafs der mit h multipli- 
zierte Faktor endlich ist. 
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Man nehme | % { so klein, dafs | ^ | -^ | A | < (> ist; dies 
ist möglich, äa | ^ | < (^ ist. Femer werde B so gewählt, dafs 

\x\ + \h\<R<Q 
ist. Dann wird: 

Der Betrag des allgemeinen Gliedes der betrafckteten Beihe 
wird also kleiner als 

n(n — 1)1 wn■|l^"-^ 

Nun ist aber bewiesen, dafs die Reihe, deren allgemeines Glied 
n(n — l)w«ic"""* ist, konvergiert und es ist auch die Reihe 
ihrer absoluten Betrage für jedes a>^ dessen Betrag kleiner als 
Q ist, konvergent. Also konvergiert die Reihe auch für Werte x, 
deren Betrag R ist. Mithin konvergiert die Reihe, deren all- 
gemeines Glied n(n — 1) | w« | U*—* ist und hat eine endliche 
Summe B, Dasselbe gilt für die Reihe: 

00 



deren Betrag kleiner als B ist und es wird: 



f<^+h)-nx) _ ^^^^ 



<y|Ä|Ä 



Da nun das Glied auf der rechten Seite den Grenzwert 
null hat, so schliefst maHy dafs f(x) auch die Ableitung von 
f(x) ist. 

Da die Funktionen f(x), f\x)y • • • eine Ableitung be- 
sitzen, BO sind sie auch stetig. Wendet man den vorigen Satz 
auf die R^e an, welche e' definiert: 



X , X* 



80 wird: 
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oder 



de' 
dx 



= 1 j_:5-_i_:?_ j 



d^ 
dx 



= a*. 



Ähnlich findet man durch Differentiation der Reihen: 



sin X = 



X 

n 



X^ , X 



3! 



X' 



6! 



a;^ 



cosa:= 1 — 27+ 4j 
die Gleichungen: 

d sin ir = cos x dx, d cos a? = — sin ic dx. 

160. Die vorigen Sätze lassen eine gewisse Analogie 
zwischen den Funktionen hervortreten, die als Summen von 
Potenzen einer Veränderlichen innerhalb ihres Konvergenz- 
kreises definiert sind, mit den ganzen Funktionen. Diese 
Analogie tritt noch mehr hervor durch die folgenden Sätze. 

Satz, Wenn die Beihe 

(1) f(x) = % + u^x + u^x^ H 

für diejenigen Werte x konvergiert, deren Betrag Meiner als q 
ist, so gilt die Taylorsche Beihe: 

(2) f(x,-\-h) = f(x,) + ^fXx,) + ^J"(x,) + .-., 
wenn | i2?Q | < ^ vorausgesetzt wird fwr alle Werte h, für die 



ist 



h\< 



Xf 



Fig. 6. 



Greift man mit anderen Worten auf die geometrische 

Darstellung zurück, so definiert (1) 
eine Funktion f(x) für alle Werte a?, 
die durch Punkte im Inneren eines 
um den Nullpunkt mit dem Radius q 
beschriebenen Kreises liegen. Ist x^^ 
ein Punkt im Inneren eines Kreises, 
so will man beweisen, dafs die Reihe (2) 
konvergiert und zur Sunmie f(xQ + h) 
hat für alle Werte Ä, deren Betrag 
kleiner als 9 — | ir© | ist, also für alle 
Werte Xq -j- Ä, die durch Punkte im Inneren eines um Xk 
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beschriebenen Ereises dargestellt sind^ der den Eonyei^enzkreis 
der Reibe (1) von innen berührt. Es ist jedoch die Möglich- 
keit nicht ausgeschlossen^ dafs die nach steigenden Potenzen 
von Ä geordnete Reihe auch für andere Werte von h konvergiert. 
In der That^ setzt man: 

(3) fix, + Ä) = fix,) + hfix,) + • • • + ^ /-"»K^o) + ^ 
vind beachtet, dafs 

f(x, -\-K)= ^M. (x, + Ä)-, /-(xo) = 2«- *o"' 
n'',)=^nu,xl-\... 

/•(•»)(xo) = ^nin - 1) ...(„_ w + l)«,«;-"*, • • • 
ist^ so erhält man: 

Bm =^Un [{Xo + hy-xl-nhx;-' Q hT x',-""] • 

Die Summen sind dabei über alle Werte n von bis oo zu 
erstrecken. In dem Ausdruck für 22» sind jedoch die ersten 
Glieder, die den Werten 0, 1, • • • w von n entsprechen, null. 
Daher braucht man in Bm dem n nur die Werte 

m -|- 1, w + 2, • • • 

zu erteilen. Nimmt man beiderseits die absoluten Beträge, so 
erhält man: 

OD 



Bm\<^\Un 
m+1 

Es ist aber: 



(xQ-j-hy—xl—nhxQ ^ (w)*"*^« 



^n — m 
^0 



<i^o+*h + koh+>*|Ä| koh"' + --- + Ol*l"kol"- 

Also wird: 

(4) \IL\<^n\u,\ |a;o + Ä|-+2!|««l [ko| + |Ä|]-. 

Die Reihen aber, deren allgemeine Glieder 

|«*n| i^^o + *!»» und |Wn| [I^Z^ol + l*|]" 



m 
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Müd^ koüTergier^. Dah^ kabto die SusuBen in (4) hei 
uubegrenst wiaehsendem m den Gfrenzwert nuU und daher 
wird auch 

und lim Rm = 0. Läfst man daher in (3) m unbegrenzt 
wachsen^ so erhält man die zu beweisende Formel (2). 

Satz. Wenn in der (für \x\<,q hmvergenten) Beihe: 

f(x) = Wo + ^1^ + «<a^^ H 

nicht aUe Koeffizienten nuU sind, so kann f{x) zwa/r fwr x = 
verschwinden, aber nicht in einer hiwreidiend Meinen Umgebung 
von X = 0. 

In der That, itst Un der erste von null verschiedene 
Koeffizient, so hat man 

f(x) = UnX"" -\- Un-^lX""-^^ -{ 

= X"" \Un + Un^lX -| ] . 

Der erste Faktor verschwindet für a? = 0, wenn w > ist, er 
ist nicht, null für irgend einen anderen Wert von x. Der 
zweite ist eine stetige Funktion von x, welche för a? = den 
von null verschiedenen Wert Un annimmt; also ist sie auch in 
einer hinlänglich kleinen Umgebung von x = nicht null 
und dasselbe gilt für f(x). 

Satz. Wenn f(x) = «^^ + u^x + t^^ic^ -}-... für von nuU 
verschiedene Werte x in jeder Umgebung von x = verschwindet, 
so sind aUe Koeffizienten %, %, u^, • •'• gleich miU. 

Dieser Satz ist eine Folge des vorhergehenden. 

Satz. Wenn die Beihe 

f(x) = UQ-JrUiX,-{-u^x^-i 

für die Werte x, deren Betrag Meiner als q ist, konvergiert und 
wenn fix) für unendlich viele Werte verschwindet, deren Betrag 
kleiner als eine positive Zahl -B < 9 ist, so sind alle Koeffi- 
zienten nuM und f(x) verschwindet identisch. 

In der That, es giebt einen Wert Xq von x, dessen Be- 
trag nicht gröfser als B ist, sodafs f(x) in jeder Umgebung 
von Xq verschwindet. Entwickelt man daher f(xQ + Ä) nach 
Potenzen von h, was gestattet ist, wenn |Ä| kleiner als die 
endliche, q — B übersteigende Zahl ^ — \xq\ ist, so erhält 
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man eine Funktion von Ä, die in jeder Umgebung voe 4 «= 
für von null verschiedene Werte h verschwindet und diese ist 
daher identisch null ftf jene Umgebung. Mitbin ist f(ic) 
identisch null für die Werte x, welche durch Punkte inner- 
halb eines mn x, beschriebenen Kreises dargesteUt sind, dessen 
Radius q — | ^r^ | ist. Betrachtet man jetzt eineja zweiten 
Punkt x^ innerhalb dieses Kreises, so ist f(x) in seiner Um- 
gebung null, also ist es auch null für alle Werte von x^ die 
durch Punkte innerhalb eines um x^ mit dem Radius q — \Xi\ 
beschriebenen Kreises dargestellt werden. Fährt man so fort, 
so erkennt man, dafs f(x) identisch null ist für alle Werte x 
und daher sind alle Koeffizäenten null. 
Satss, Wenn die Heiken 

f(x)'^ Wo + «*i^ + ^^ H > 

g,(x) -= Vo + v^x + v^x^ H 

für die Werte x konvergieren, deren Beirag kleiner eis q ist, 
und wenn sie für unendlich vide Werte x übereinstimme»,. deren 
Betrag Meiner als eine positive ZaM R<.q ist, so sind die ent- 
Rechenden Koeffizienten in beiden Reihen einander gleich und 
die Reihen sind identisch. 

In der That, man braucht nur den vorigen 8atz auf 
die Reihe 

f(x) — ip(x) = (wo — Vo) + (»1 — ^i)^ + K — ^i)^ H 

anzuwenden. 

Satz (von Abel). Wenn die Reihe 

f{x) == Wo + »1^ + ^^ H 

für den Wert Xq von x konvergiert (von dem wir cmnehmen^ 
dafs er ofuf der Peripherie des Konvergenzkreises liegt), so kon- 
vergiert f(x) gegen f(x^, wenn wmi x der Art gegen x^ hmoer- 

OS 

gieren läfst, dafs — nur reelle Werte annimmt und gegen 1 
konvergiert. 

In der That, nennt nmn q>{x) die Summe der ersten m 
Glieder der Reihe: 

q,(x) = w^, + w^rc H h Wm-iitf*-^ 

und nennt '^{x) den Rest der Reihe 
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so hat man 

f(x) = q>{x) + ^{x). 

Aber öian kann if{x) in die Form setzen: 
Man betrachte die Ausdrücke: 

i^O ^"» "^0 ? 



^n» 1^ m + 1 



m I m+l I m+2 



und nenne p den gröfsten ihrer absoluten Beträge oder deren 
obere Grenze; diese existiert, da jede der Grofsen i?o, i?i, • * • 
endlich ist und da mit wachsendem Index 

limi?« = ^(iTo) = f{x^ — q>{x^ 

eine endliche Zahl ist. 
Setzt' man noch: 

SO hat man 

rn^Po + Ol — i?o) (j) + (ä — ä) (J)'H 

oder: 

'.-^.[i-i]+^.[^-(5)']+- 

Ninuut man auf beiden Seiten die absoluten Beträge und 
beachtet, da& die Klammem reell und positiy sind und daTs 
auch die Beträge von Pi^, Pi, • • • Pn—it Pn nicht gröfser als p 
sind, so hat man: 

"\<p['-i+i-i.~i'+-+i0-'-{0+m 

oder: 

k«l<i?- 

Läfst man n unbegrenzt wachsen, so wird 

lim |rn| = |limr„| <p. 



«0 
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Nun hat man aber 

Nimmt man daher auf beiden Seiten die Beträge und bedenkt, 
dafs — reell und kleiner als eins ist, so wird: 

Da aber die Reihe f(x^ konvergiert, so kann man m so grofs 
wählen, dafs in dieser Reihe die Summe einer beliebigen Zahl 
aufeinander folgender Glieder von dem mit dem Index m an, also 
auch die Zahlen ^^,^1? * * •; absolut kleiner als eine beliebig kleine 
Zahl o sind. Daher ist auch ihre obere Grenze p ^ oj. Also 
kann man zu einer beliebig klein fixierten positiven Zahl m ein 
m bestimmen, sodals der Rest der Reihe für f{x) vom m + 1*®" 
Gliede an absolut kleiner als o wird, welches auch der Wert 

von — ist, wenn dieser nur reell und kleiner als 1 ist. Mit 

anderen Worten, die betrachtete Reihe hat komplexe Glieder; 

werden diese aber als Funktionen der reellen Veränderlichen — 

zwischen und 1 betrachtet, so ist sie gleichmäfsig konvergent. 
Dies vorausgeschickt haben wir: 

f{x) =(p(x) +^(;r), 
wir erhalten also 

Man kann m so grofs wählen, dafs if{x^ und ^(ic) absolut 
kleiner als o sind, man kann femer x so nahe an x^ an- 
nehmen, dafs 

kC^o) — q>(x)\<m 

wird; denn (p{x) ist eine stetige Funktion von x. Also kann man 

\f(xo)-f(x)\<<o'+2co 

beliebig klein machen und daher wird 

Hm f(x) = f(xQ), 
w. z. bew. w. 

Der vorstehende Satz läfst sich bei vielen Fragen an- 
wenden. Hierfür ein Beispiel. 
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Satz. Wenn die Beihen 

%} Wi, ^2, • • • 

Jconvergieren und auch die Seihe 

Jconvergiertj so ist die Summe dieser Reihe gleich dem Produkte 
der Summen der beiden gegebenen Beihen (vergl. Nr. 145). 

In der That, ist x eine positive Zahl kleiner als 1, so 
konvergieren die Beiben 

«♦o, u^x, w^ir^, • • • 

und daher auch die Beihen ihrer absoluten Beträge. Aus dem 
Satz der Nr. 145 schliefst man daher för a: < 1 : 

K + ^^ + '^^ H — ) K + ^1^ + ^2^* H — ) 

= m;^ -j- w^x + «<^2^* ■+••••. 
Man' lasse jetzt x gegen 1 konvergieren. Nach dem vorigen 
Satze konvergieren dann die Beihen 

Vq + V^X + VjiC^ -(-... 
Wq + M^iO? + W^X^ + •••., 

beziehungsweise gegen die Summen der gegebenen Beihen xmd 
daher wird 

w. z. bew. w. 



Siebentes Kapitel. 
Unbestiminte Integrale* 

§ 1. Begrijff des unbecrtiniinten Integrales. 

161. Eine Funktion F{x\ deren Ableitung f{x) ist, heilst 
die primitive Funktion oder das Integral von f{x) oder des 
Di£Pierentiales f(x)dx und man schreibt: 

F{x) ^jf{x) dx. 

Nach der Definition ist diese Gleichung gleichbedeutend mit 

der folgenden 

F\x)=f{x\ 

Besitzt f{x) ein Integral, so hat es auch unendlich yiele; 
denn jede Punktion F{x) '\- C hat ebenfalls die Ableitung 
f{x)y wenn C eine Konstante bedeutet; umgekehrt unterscheidet 
sich jede Funktion, d^en Ableitung f(x) ist, von F(x) nur 
um ei&e Konstante und hat daher die Form F(.x) -^ C, 

Der Ausdruek F(xy + C heifst, solange man C nicht 
einen besonderen Wert erteilt, das allgemeine Integrai von 
f{x)dXy weil, wenn man C verschiedene Werte erteilt, man 
alle Integrale von f{x) dx findet, der^i jedes, auch ein partikw- 
la/re^ Integral heifst. Die Integrale, mit denen wir uns gegen- 
wärtig beschäftigen, pflegen tmbestimmte Integrale genannt zu 
werden. 

162. S<itis. Wenn die Funktion f(x) in dem IntervaMe 
(a, h) stetig ist, so giebt es eine wnd nwr eine Fu/nktion, die in 
dem Intervalle (a, V) definiert ist, deren Äileiiung f{x) ist und 
die einen ivUlkOrlichen gegebenen Wert für einen gegebenen Wert 
der Veränc^lichen annimmt 
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Es sei z. B. a < 6 und es seien 

Xq = dy X-^y X^y * * * Xn—lj Xfi = 

wachsende Werte von Xj die das Intervall (a, 6) in n Teil- 
intervalle zerlegen. Man bezeichne allgemein mit Z(a, ß) und 
A (a, ß) die obere, beziehungsweise untere Grenze der Werte, 
die f(x) annimmt, während x im Intervalle (a, ß) variiert; 
diese sind dann zugleich das Maximum und das Minimum 
(Nr. 21). Es sei q)(x) eine Funktion, die im Intervalle (a, 6) 
folgendermafsen definiert ist: 

Für x = a wird (p(a) = Ä, wo J. eine willkürlich ge- 
wählte positive Zahl ist; in dem Intervalle (a, x^) einschliefslich 
der Grenzen sei: 

(p(x) = Ä -{- {x — a) l{ay x^y 

in dem Intervalle {x^j x^ sei: 

fp{x) = 9(^1) + (^ — x^) l{x^, x^) 

^A + {x^ — a) l(a, x^) + (x — x^) lix^, x^) 

imd allgemein sei im Intervalle {Xr—i, Xr): 

q)(x)=(p(Xr-l)-{-(x Xr-l)l(Xr^iy Xr) 

= Ä + (xi — a) l(a, Xj) -f (x^ — Xj) Z(a?i, ^^3) H 

+ {Xr-l—Xr^2) ?(^r-2, ^r-l) + (x — Xr-l) l{Xr-l, Xr). 

Die Zahlen ?(a, x^, K^i? ^2)? ' ' * ^^^^ ^^® zwischen ?(a, 6) 
und A(a, 6) enthalten, man erhält daher: 

A + l{a, b) (x — «) ^ 9(^) ^ ^ + A (a, 6) (a? — a). 

Die Natur der Funktion (p(x) hängt von der Wahl der 
Werte iCi, a^g, • • • ab, die zwischen a und b eingeschoben sind, 
und erteilt man der Veränderlichen x einen festen Wert, 
variiert aber auf alle möglichen Arten ^1, ^2; * ' '? ^^ wird 
q){x) im allgemeinen unendlich viele Werte annehmen, die alle 
zwischen endlichen Grenzen enthalten sind, wie dies aus der 
letzten Ungleichung hervorgeht. Es sei F(x) die untere Grenze 
der Werte, welche q)(x) annimmt, wenn man x fest läfst, und 
die Teilung in dem Intervalle (a, 6) verändert. Ich behaupte 
dann, dafs die Funktion F{x)y welche fär x = a offenbar den 
Wert Ä annimmt, zur Ableitung f(x) hat. 

In der That, man gebe x zwei Werte X^ und X^ und es sei 
X^ > X^; führt man nun eine willkürliche Teilung des Inter- 
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valles {a, i) aus und berechnet den zugehörigen Wert von 
ip(x), so wird, wenn X^ in das Intervall (Xr^i, Xr) und X^ 
in das Intervall (a:,_i, rr,) fällt: 

9(Zi) == ^ + (a?! ^ a) 7 (a, X^)-\ 1- (X^ —Xr-l) l (Xr-ly Xr) 

und 

ip(X^) = Ä-^(x^ — a)l(a,X^) -] \'(Xr — Xr^i)l(Xr-i,Xr)'\-'- 

-{'(X^ — Xs-i)l(x,^ly X,). 

Man teile nun das Intervall (Xr—iy Xr) in die beiden Unter- 
abteilungen (iCr— 1, Xj) und (Xj, Xr) und das Intervall (a:,_i, a?,) 
in die beiden (a?,— i, X^) und (X^, a;,) und es sei ^\x) die 
<p(x) analoge Funktion, welche dieser neuen Einteilung des 
Intervalles (a, b) entspricht. Dann wird: 

<pXX^) = J. + (a?! — a) l(a, Xj)-\ h Ä — ^r-i) K^r-i, XJ 

und: 

+ (a:, — X,) l(X,, Xr)-] h Ä - ^*-i) K^*-i, ^)- 

Vergleicht man daher die Ausdrücke von ^'(-^i) ^^^ 9(^i) 
und beachtet, dafs l(Xr-.i, X^) ^ ?(a?r— i, Xr) ist, so erhält man: 

Vergleicht man ebenso g>\X^) und ^(X^) und beachtet, dafs 

(Xi - iC._i) ?(^._i, Xi) + (Xr — X,) l (Xi, Xr) 

^ (a^r Xr-l) l(Xr-i, Xr) 

und 

Z (ir,_i, X^) ^ ?(iP,_i, a?,) 

ist, so folgt 
Andrerseits hat man 

CJP'C^) - 9X^1) == i^r - X,) KX„ ^.) + . . . 

+ (Xj — a:,_i) Z(a:,_i, X2); 

setzt man für Z(Xi, iCr) • • • ?(^,— 1, Xg) das eine Mal den Wert 
?(Xi, Xjj), den sie nicht übersteigen, das andere Mal den Wert 
A(Xi, Xg), den sie nicht unterschreiten, so erhält man: 

(X, - X,) KX,, X,) ^ q,\X,) - <p'(XO ^(X,- X,) A(X„ X,). 

Genocchi-Peano, Düf.- n. Integral-Bechnung. 15 
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Diese Ungleichung zerlegt sich in die zwei: 

(a) <p'{X,)£^'{X,) + (X,-X,)l(X„X,j 

und 

(b) g>'iX,) ^ q>'{X,) + (X, - X,) i (X„ X,). 

Nun ist aber F(X^) die untere Grenze der Werte von 
<p{X^) und daher auch die der Werte (p\X^)^ also wird 
(p\X^) ^ F(X^), Da aber tp^X^) £<p(X^) gefunden ist, so 
erhält man aus der Ungleichung (a): 

FiX,)^^(X,)^{X,-X,).l(X,,X,). 

Da diese Ungleichung für alle Werte von <p(Xj) erf&llt ist, so 
gilt sie auch noch fftr die untere Grenze F(Xj^) und es wird: 

F(X,)£ Fix,) + (Z, - X,) l (X„ X,) 
und daher 

^(^^-^(^^ ^l(X„X,). . 

In ähnlicher Weise erhält man aus der Ungleichung (b), 
wenn man beachtet, iBS&ip(X^)'^q)\X^) und9'(Xi)^li^(Xi)ist: 

9(2,) ^ F(X,) + Ä - X,) X (X,, X,). 

Daher wird auch -^(Xg), die untere Grenze von (p(X^), gröfser 
oder gleich der rechten Seite: 

F(X,) ^ Fix,) + (^ - X,) k (X„ X,) 
und also: 

(b') ^-^f^.^A(x;,x,). 

Die Relationen (a') und (b') geben vereint: 

l{X^y X^) ^ — x~zrT — ^ ^(^17 ^)- 

Diese Formel ist zwar unter der Bedingung X^> X^ be- 
wiesen, aber da in ihr X^ und X^ symmetrisch auftreten, so 
kann man diese Bedingung fortlassen. Setzt man in ihr 
Xj == ar, Xg = a; + Ä, so erhält man: 

lix,a!-\-h)^^^^^±^^=^^^^lix,x-\-h). 

LäXst man jetzt h null werden, so folgt aus der Stetigkeit 
von f(x): 
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lim l(Xy X -^ h) = lim X(x, x -\- h) == f(x) 
und daher wird: 

Die Funktion F(x) besitzt also eine Ableitung und diese ist/(a:). 
Auf diese Weise ist also eine Punktion F(x) gefunden, 
welche für x = a einen willkürlichen Wert Ä annimmt und 
deren Ableitung f(x) isft, wie wir zeigen wollten. 

§ 2. Integrationsregeln. 

163. Aus den Formeln, welche die Differentiale der Funk- 
tionen geben, erhält man leicht andere Formeln, welche die 
Integrale jener Differentiale liefern. 

So erhält Hian z. B. aus der Formel: 

Oi^ + l 

d — r-r = x'^dx. w4= — 1» 
das Brcsultat: 

die für jedes n gilt aufser für w = — 1. 
Nimmt man a; > an, so wird: 

d\ogx = —, 
.hieraus erhält man 



/ 



^ = logÄr+C. 

X 

Ist ic < und daher — x positiv, so hat man: 

d log (- a;) = i^=:^ = ^ . 

o V / — X X 

Also wird für negatives x: 

f^^iog(-x) + a 

übrigens fällt diese Formel mit der vorigen zusammen, wenn 
man imaginäre Gröfsen einführt; denn dann unterscheiden 
sich log X und log ( — x) nur um ein ungerades Vielfaches von 
Tcij das heifst um eine Eonstante. Man erhalt df^er: 



15 



« 
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WO aber die verschiedenen Konstanten nicht denselben Wert 
haben. 

Man kann das Integral 1 — auch aus dem / x^dx her- 
leiten, indem man n gegen — 1 konvergieren läfst. Um die 
Richtigkeit davon zu erkennen, betrachte man von den un- 
endlich vielen Werten von Cx^dx denjenigen, welcher für 

X = 1 verschwindet; dann wird: 

a;''+^ — 1 



/ 



x^dx = 



» + l 

Läfst man n gegen — 1 konvergieren, so wird der Grenzwert 
der rechten Seite, den man durch Differentiation von Zähler 
und Nenner nach n erhält, gleich log x^ also der Wert yon 
dx 



f 



, welcher für a? = 1 verschwindet. 

X ' 

164. Ähnlich erhält man aus der Formel 



7 , dx 

d arc tang x = r-j- — j 

das Resultat: 

/dx 
j-p-^, = arc tang a; + C. 

Aus den Formeln: 

-, . dx 1 dx 

d arc sm x = ■ , d arc cos rr = , 

erhält man 

r41 1 , = arc sin a? + (7 = — arc cos a: + C, 

wo die beiden Konstanten nicht einander gleich sind. Diese 
beiden Ausdrücke lassen sich aber leicht auf einander zurück- 
führen; denn es ist: 

arc sin x + arc cos x = — - 

und also unterscheiden sich arc sin x und arc cos x nur um 
eine Konstante. 
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Wir wollen noch die folgenden Integrale erwähnen: 
[5] f^'dx = ^+C, 

[6] / Gosaxdx= — &inaX'\-Cy f Bmaxdx= coBax-j-C. 

165. Die Summe 

i q>{x)dx '\- I '^{x) dx — i %{x) dx 

hat die Ableitung 

(p{x) + ^{x) — x(x) 
und daher wird 

[7] ßq>(x)-\-^(x)-x{xy]dx 

= I q){x) dx '\- j ip(x) dx — / x(x) dx, 

das heilst: Bas Integral einer algehraischen Summe ist gleich 
der Summte der Integrale. 

Das Produkt ajf{x)dx hat zur Ableitung af{x) und 
daher wird: 

[8] 1 af{x) dx = a I f(x) dx 

oder: Das Integral des Produktes cms einer Konstante und einer 
Funktion ist gleich der Konstanten mal dem Integrale der Funktion, 
Die Formeln [1], [2]^ [7] und [8] gestatten das Integral 
einer jeden Funktion der Form: 

ax"" + bx"" + cx^ -| 

zu berechnen, wo a^byC*" beliebige Konstante und m, w, 2> • • 
von — 1 verschiedene Konstante sind und man erhält: 

Jede ganze Funktion läfst sich auf die vorstehende Form 
bringen, in der m^ n, jp - ' ' ganze positive Zahlen sind. Man 
schliefst daraus: 

Das Integral einer ganzen Funktion ist uneder eine ganze 
Funktion. 

166. Setzt man in i f(x)dx ein x = (p{t), so wird dieses 
eine Funktion von t und da sein Differential immer noch 
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f(x)dx ist, wo aber jetzt a?=»9(^), dx '^ q)\t)dt zu setzen 
ist, so sdiliefst man, dafs: 

[9] Jmdx=JfW{t)-\q>'{t)dt _ 

ist und man hat so das gesuchte Integral in ein anderes 
transformiert vermittelst einer Andenmg der Veränderlichen, 
Kann man das zweite Integral ausführen, so braucht man nur 
t durch seinen Ausdruck in o; zu ersetzen, um das erste zu 
erhalten. 

Beispiel, Es sei / — zu berechnen. Setzt man 

X — a = ^, also dx = dt, so erhält man 



(m — 1) e"* 

Setzt man für t seinen Wert, so wird daher: 

dx 1 



-, + c. 



fl 



T+C. 



{X — af {m — 1) (X — ar+ 

Diese Formel gilt fdr m 4= 1- I^ Falle m = 1 hat man: 

oder 5= log (a — i») + C, 

oder = Y log {x — a)* + C. 

167. Aus der Formel 

d{uv) = udv + vdu, 

in der u und v Funktionen von x sind, schliefst man 

UV = j udv + / vdu 
und daher 



/ udv = UV — / vdu. 



In dieser Formel besteht die Methode der teilweisen Inte- 
groMan. Um sie anzuwenden zerlege man das zu integrierende 
Differential in zwei Faktoren, in einen endlichen u und in einen 
zweiten dv, der das Differential einer leicht zu bestimmenden 
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Fanktion ist. Das gesuchte Integral ist dann in zwei Teile 
zerlegt y yon denen der eine bereits integriert, der andere mit 
dem Integralzeichen behaftet ist. Ist dieses neue Integral ein« 
f acher als das vorige , so hat man eine nützliche Anwendung 
dieser Methode gemacht. 

Beispiel. Es sei gesucht Cx'^logxdx, Man setze: 

u = log X, dv = o(^ dx, 

dann wird 

, dx a;"*+^ 

du = — , V = 



X ' m+ 1 

und man erhält: 



af^ log xdx~ ^^^^^ log a; — J 



j^+^ , C(^dx 

w + 1 



oder: 



/ 



/pW+l 0^"^^ 



^\o^xdx^,^j^^^\^x-j^j^j^,^Q. 



§ 3. Integration der rationalen Funktionen. 

168. Jede gebrochene rationale Funktion läfst sieh auf 
die Form bringen: 

wo F{x) und fix) ganze Funktionen von x sind. 

Ist der Grad des Zählers gröfser oder gleich dem des 
Nenners, so dividiere man F{x) durch f{x). Es sei Q der 
Quotient und U der Rest; dann wird: 



Ax) ^ ' f{x) 

Integriert man, so läfst sich JQdx ausführen und wir sind 

also auf die Integration eines Bruches geführt, dessen Zähler 
von niederem Grade als der Nenner ist. Um diese Integration 
.auszuführen, brauchen wir die algebraische Theorie der Zer< 
legung der gebrochenen Funktionen in Brüche der Form 



{x — aT^ 
4ie Pa/rtiaUmlche heifsen. 
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169. Es sei daher jetzt der Grad von F{x) kleiner als 
der Ton f{x). Es sei a eine Wurzel der Gleiehiing f{pc) = 
und a die Ordnung ihrer Vielfachheit. Setzt man dann: 

f{x) = {x — aYq>{x), 

so ist q>(x) ein durch x — a nicht teilbares Polynom und 
daher q>{<i) 4= 0. 

Die Gleichung: 

F{x) A , F{x) A 



fix) (x — af {x--affp{x) [x — ay 
gilt^ welches auch A sein mag und man erhalt aus ihr: 

F{x) ^ A , F{x) — Atpix) ^ 
/*(«) ~ (aj — af (äj — afq>{x) . * 

Man bestimme jetzt die Eonstante A so^ dafs der Zähler 
des zweiten Bruches auf der rechten Seite durch x — a teilbar 
wird; hierfür ist notwendig und hinreichend, dafs er Mr x = a 
verschwindet und man hat die Gleichung: 

F{a) — A(p[a) = 0, 

aus der sich ergiebt: 

9(a) 

Dieser Wert ist endlich, da q){a) nicht null ist. Nachdem 
man so A bestimmt hat, kann man den zweiten Bruch ver- 
einfachen; setzt man 

F{x) — A(p(x) = {x — a) F^{x), 

so erhält man: 

F{x) ■ A F,{x) 



f(x) {x—af {x — df-'^ tp{x) ^ 

und es wird der Grad von F^{x) niedriger als der des Nenners, 
da der Grad von F{x) — Aq){pc) kleiner ist als der von 
{x — aYg)(x). 

Ist « > 1, so verfahre man mit dem zweiten Bruche auf 
der rechten Seite wie soeben mit dem gegebenen; man er- 
halt dann: 

F,(x) A, . F,ix) 



{X — af'^ tp{x) {x-af^ {x — af-^tpix) 



1 + 
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Fahrt man so fort, so ergiebt sich: 

F(x) ^ Ä A, ^g-i G(x) 

f(^) (x - a)« "^ (ä - af -^ "^ "^ a; — a "•" g>W ' . 

wo ö(ir) ein Polynom von niederem Grade als g)(x) ist. Der 

neue Bruch — -4 enthält nicht mehr die Wurzel a. Ist aber 

b eine /S- fache Wurzel von f(x) = und also auch von 

(p(x) = 0^ so kann man in ähnlicher Weise —~l- zerlegen. 

Fährt man so fort und sind a, b, > - * l die Wurzeln der Glei- 
chung f(x) = 0, a, /S, • • • A die Grade ihrer Vielfachheit, 
so wird: 

Fix) ^ A , A^ A-i 

f(x) (a; _ af (a; - af-^ "^ '^ x — a 

I ^ I -Pj [ i^lnL 

\ ^ \ ^^ I I ^^-^ 

und auf diese Weise ist der gegebene Bruch in Partialbrüche 
zerlegt. 

170. Sind die Wurzeln a, &, • • • Z von f(x) = einfach, 

so hat man: 

F{x) A.B. . L 

■ ^= I r- I' ■ • • . I ■ • 

f{x) X — O ' Ä — ' * X — l 

Die konstanten Zähler erhält man durch das angegebene 
Verfahren. Setzt man also: . 

f(x) = (x — a)<p(x), 
so wird 

9>{«) 

Differentiiert man aber die Torige Gleichung, so hat man: 

f(x) = (x — a) tpXx) -^tpix), 
setzt man also x = a, so wird 

/■'(«) = 9(a) 
und daher 
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Älmlich erMlt man: 

„_ F(h) j F(T) 

r(b) ' ^ r(jt) 

Diese neuen Formeln sind oft für die Bechnung bequemer, 
weil man häufig leichter die Ableitung von f(x)f als seine 
Quotienten mit den Nennern x — a, x — ft • • •, bilden kann. 

Ist 

f(x) = (ü? — a)(x — b) " ' (x — ?), 

so wird 

und daher 

9W— g,(a) ~(a — fe)(a — c)-.. (a— 0* 
Ähnlich wird: 

^ (6 — a)<& — c).-.(&— 0' " ' " (2 — tt)(2 — 6)...* 

Setzt man diese Werte in die erste Formel ein und multi- 
pliziert mit f{x)y so erhält man: 

' (« — a) (« — 6) • • • ^ ^ 

Diese Gleichung liefert ein Polynom F(x)j ausgedrückt durch 
die Werte, welche es an den Stellen a,b, * - - l annimmt, deren 
Zahl um 1 gröJser als der Grad von F(x) ist. Diese Formel 
ist bekannt unter dem Namen der Lagrangeschen Interpola- 
tionsformel. 

171. Die Differentialrechnung liefert nützliche. Methoden 
um die Zähler der Partialbrüche auch im Falle der vielfachen 
Wurzeln zu bestinmien. 

Behält man die vorigen Bezeichnungen bei und multipli- 
ziert die Gleichung: 

F{x) ^ Ä , A 4- . . -L -^«-1 I Q^(^) 

f(x) (x — af (o; - af-^ "' r ^ _ ^ "^ (p{x) > 

in der f(x) = {x — a)" (p{x) ist, mit {x — a)", so erhält man: 

+ (x — aY' -)'<- • 
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Setzt man in dieser Gleichung w = a, ^o reduziert sicli 
das dritte Glied der Gleichung auf Ä, w'ikreni das erste die 

unbestimmte Form — annimmt;' man kann seinen Grenzwert 

nach den bekannten Methoden bestimmen. Differentiiert man 
aber erst die Gleichung und setzt dann x = a, so reduziert 
sich das dritte Glied auf A^ und man erhält zwei Ausdrücke 
für A^ u. s. w. 

Man kann auch bemerken, dafs die letzte FoYmel die 

Entwickelung von -—-\ in ein Polynom giebt, das nach 

steigenden Potenzen von x — a geordnet und durch das Rest- 

glied {x — aY —j-^ der Taylorschen Formel vervoUatSndigt 

ist und dafs dieses entweder aus der Taylorschen Entwicke- 
lung oder durch algebraische Division erhalten wird. 

172. Nachdem man die Zerlegung von -j^ in Partial- 
brüche erhalten hat, bekommt man sein Integral, indem man 
auf die Formeln zurückgreift: 

'^^"' ^ ;^ + (7 für a>l 



fl 



{x — af (a — l)(a; — a) 

und 



ß 



"^^^ == Ä log(a; — a) + C= Ä log(a — x) -\- C 



= ^Älog(x-ay-{-a 

Msfti schliefst hieraus: 

Jede ganze rationale Funktion läfst sich dwrch rationale 
Funktionen und Logarithmen integrieren, sobald man alle Wurzeln 
des Nenners als bekannt amsieht 

« 

Das Vorige gilt, mögen die Koeffizienten von F und f 
reell oder imaginär sein. Sind aber die Koeffizienten und 
ebenso x reell und hat f{x) imaginäre Wurzeln, so ergiebt 
sich das Integral zusammengesetzt mit imaginären Zahlen 
und es ist bequem dies zu vermeiden. Zu diesem Zwecke 
beachte man, dafs wenn a eine a- fache komplexe Wurzel von 
f{x) = ist, dafs dann auch die zu a konjugierte Zahl, die 
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wir b nennen wollen, eine «-fache Wurzel der Gleichung ist. 
Daher sind die beiden Glieder 

und 



(X — a)* {X — &)* 

konjugiert und ihre Integrale für it > 1 : 

Ä . B 

und — 



* — 1 /7. <\ />v. J.\*— 1 



sind ebenfalls konjugiert imaginär und ihre Summe ist reell. 
Ist Ä== 1, so hat die Summe 

Ä . B 



X — a ' X — b 
zum Integral: 

Ä log (x — d) + B log {x — 6). 

Setzt man daher 

a = p + gi, 6 = J9 — qiy 

so wird das Integral: 

(h + M) log {x — p — qi) + (ä — Jci) log (x — p -|- qi), 

dies ist nach bekannten Formeln: 

(Ä + Ici) [log y{x—py + q^ — i arc tang ^^] 

+ (Ä — Jci) [log y(a;— jp)^ + g« + i arc tang ^z:^]- 



Dies wird einfach: 



« 



Ä log [(a; — pY + gT + 2ä arc tang ^^ , 

also ein Ausdruck, aus dem die imaginären Zahlen ver- 
schwunden sind. 

Übrigens kann man dieses Integral auch erhalten ohne 
durch das Imaginäre hindurchzugehen; denn bringt man alles 
auf denselben Nenner, so hat man 

A ^_ B 9^(0; — p) — kq 

X — a*x — h (^— jP)* + 2* 

und das Integral hiervon ist gleich der Sunime der beiden 
Integrale: 
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und 

Dies ist auch: 

+ 2h arc tang 



o; — |)' 



denn — arc tang s und + arc tang — unterscheiden sich nur 
um eine Konstante. ^ 

173. Beispiele. 

Bedient man sich der vorigen Bezeichnungen, so hat man: 
F{x) = l, f{x) = l—x*, a=l, 6 = — 1; 

_i if-J L.! 

1— «* 2 U + l «— iJ' 

2) / — g , ,, — p— , oder, wie man auch schreiben kann, 

Ist ac — 6^ > 0, so setze man aa? + 6 = ^ac — V - z:, 
dann wird: 

/da; 1 r dz 1 x i rr 

. , , », — i — = , / -r-T-T = , arc tang je? + G 

« 
und schliefslich 

— g I or — i — = , arc tang — — + C. 

Ist umgekehrt ac — 6^ < 0, so setze man 

ax -{-b = yb^ — ac - 0; 
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dann wird: 

/ dx ^^ 1 r dz ^ 1 , z — 1 , ^ 

dx^+2hx + c~yii^acj ^*-'^~^yh^—dc ^^^+1 "^ 

= ' log «^+ft-y &'-aö ^ 

^) J ax^+2hx + c^^' 
Dies zerlegt sieh in die Summe zweier Integrale: 



und: 



f^fjfAir-e ''^-la l«g («-* + 2^- + ^) 



« ^^ ^ agj — ^P f dx 



'-^bx + c 

das wir vorher erhalten hatten. 

4) Allgemeiner kann man das Integral 



/ 



.n— 1 



«0^+21^;" ^H hg« 



rfiC, 



wo der Grad des Zählers um eine Einheit niedriger ist als 
der des Nenners, in die Summe der zwei Integrale zerlegen: 

Po_ / ^go^''~^ + (n — i)gi^^""^ + ---4-gn-i , ^ 

und: . 

g.oPi — (w — 1) 3il>o] ^'*""^ + -.ii ^^ 






n— 1 



In dem zweiten Integrale ist jetzt der Grad des Zählers um 
zwei Einheiten niedriger als der des Nenners. 



^) /<Ä. '- 



wo f(x) eine ganze Funktion von niederem als w*®"^ Grade ist. 
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Geht man auf die Taylorsche Formel zurück^ so hat man: 

f{x) = f(a) + {x- a)na) + ^^=^ f\a) + • • • 



2! 
«— 1 



Hieraus erhält man 

m ^ m , na) , , f^^'-^Ha) 

{x — aT {x — aT-l\{x—ay-''^ "^ "•" (n — 1) ! (/c — a) 
und daher: 

C-[^^dx^ M m __... 

J (x—a)* (« — !)(« — o)"-^ («i — 2)(a!-a)"-* 

174. Die Zerlegung eines Bruches in Partialbrüche kann 
man auch erhalten mit Hülfe des folgenden Satzes. 
Satz. Sind 

und 

teilerfremde Polynome vom Grade m und n und ist 

F(X) = «0^+"""^ + «1^;^+'— * H h Om+n-l 

eine ganze Funktion von niederem als m + w*®" Grade, so kann 

man den Bruch: 

F{x) 

(p{x)ilf{x) 
in die Summe zweier Brüche zerlegen: 

F{x) _ P . Q 



q){x)kp{x) (p{x) ' ^{X)^ 

WO P und Q ganze Funktionen sind, deren Grade niedriger als 
die der Nenner q>{x) bezw, iIj(x) sind. 

In der That, eliminiert man aus den m -f- w + 1 Gleichungen: 

F(x) = aoa:^+"-^ + aia;"»+«-» H 1- o^+n-i 

X^'-^(p(x) = PqX'^+''—^ •}- p^x^-^^-^ -|- . . . 

'^{x)= q^x^-\ 1-2« 
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die m + w Gröfsen 

die in ihnen linear auftreten, so erhält man: 





Fix), 


%, 


«i> •• 


* ^m-\-n—l 


x""- 


-^(p(x), 


Po-, 


Pi, •■ 


■ 




(p{x), 


0, 


0, .. 


• Pm 


X"^' 


-^H^), 


Qo, 


«1, •• 


• 




Mx), 


0, 


0, .. 


• <?n 



= 0, 



Entwickelt man diese Determinante nach der ersten Ver- 
tikale, so erhält man: 

ÄF(X) + {Ä,X--^ + '"+ Än)q>(x) + 

+ (Än+iX"'-'^ H + ^m+n) t(o(i) = 0. 

Die Konstante Ä ist die Subdeterminante von F(x) und 
daher nicht null; denn diese ist die nach der Sylvesterschen 
Methode berechnete Resultante der beiden teilerfremden Punk- 
tionen g)(x) und ^(ic). Löst man daher die letzte Gleichung 
nach F(xy auf, so erhält man: 

I{x) = Q(p(x) + Pt(x), 

wo P und Q Polynome n — 1*®° und m — 1*®" Grades sind; 

daher wird: 

F(x) P . Q 

w. z. bew. w. 

Wendet man diesen Satz mehrmals an, so schliefst man 
aus einer Zerlegung von f(x) in teilerfremde Faktoren: 

f(j^) =%1%2"' Inj 

dafs man den Bruch -^ zerlegen kann in: 

Fix) Pi , P. , .^n 

wo T-^,^^^- • • 'Bn ganze Funktionen sind, deren Grade niedriger 
als die der entsprechenden Nenner sind. Man erhält daher: 



f 



m 



dx 






Unbestimmte Integrale. 



241 



Im Besonderen erkennt man, wenn man die Wurzeln von 
f(x) = und mit ihnen die Zerlegung kennt: 

f{x) = {x — %)«> {x — Oj,)«» ••• {x — o,)«» , 



dafs 



c?M dx = r ^'^^ 4- T-^ 



dx 



«,)' 



+ 



wird. Die Integrale auf der rechten Seite kann man in end- 
licher Form angeben [Nr. 173, 5)]. 

F{x) 



Es sei in 



der Grad des Zählers um zwei Ein- 



H = 



g>(x)tlf(x) 

heiten geringer als der des Nenners [Nr. 173, 4)], q) und ^ 
seien teilerfremde Polynome gleichen Grades und man setze: 

(p\x) (p{x) 
t\x) t(x) 
dann ist es bequem F(x) zu zerlegen in: 

F(x) = ÄH-i- Q(p(x) + Pt{x). 
Man erhält dann 



Fix) 



\(p{x) tpipc)) ' (p{x) 



+ 



Q 



dabei bedeutet A eine Konstante und P und ^ sind Polynome, 
deren Grade wieder um zwei Einheiten geringer sind als die 
des zugehörigen Nenners. Daher erhält man durch Integration: 

^ ^ J qpW^C^) ^t\>{x) ' j (fix) ^J ipix) 

Um z. B. das Integral / ^^ dx zu zerlegen, wo: 

Ä = UqX^ + 2aj^x + Og, 
B = \x^ +2h^x +62, 
(7 = c^jü?^ -f- 2cj^x + Cg 

ist, setze man: 

IqX + 61, 61^; + 62 

Benutzt man die Identität, die sich aus den letzten Gleichungen 
durch Elimination von x^^ x, af^ ergiebt: 



H = 



= JiqX^ + 2hiX + Ag . 



Oenocchi-Peano, Diff.- u. Integral-Rechnang. 
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»0 «3 



a. 



'2 



C c. 






h 



'2 



'2 



= 0, 



so erhält man 



ÄQibc) — H(ahc) + B(ahc) — C(ahb) = 0, 

wo die Symbole (hie), (abc) • • •, die Subdeterminanten von 
A, H,' • bedeuten. Hieraus folgt, wenn (ä6c) =|= ist: 

r A ^ {ahc) 1 , -^ (. i^^^) C^^ (ahc) C dx 

Wenn der Leser die Theorie der invarianten Bildungen 
kennt, so erkennt er aus der Formel (*), dafs sich auch die 
drei Integrale invarianter Eigenschaften erfreuen und dafs auch 
Äj P; Q invariante Bildungen (Invarianten oder Kovarianten) 
von Fj (p und ^ sind. 

Wie bereits gesagt, kann man das Integral l -— dx nur 

dann ausführen, wenn man die Wurzeln des Nenners kennt. 
Man kann jedoch, wenn f{x) vielfache Wurzeln hat, das 
Integral in einen algebraischen Teil zerlegen und in ein oder 
mehrere Integrale von gebrochenen Funktionen, deren Nenner 
lauter einfache Wurzeln hat. In der That, die Algebra lehrt, 
dafs man durch successive Divisionen solche Polynome ;^i,;t2,-»-;t„, 
erhalten kann, dafs 

wird; dabei sind x^, X27 ' ' ' Xm paarweise teilerfremd und jedes 
% hat nur einfache Wurzeln. Daher erhält man: 



F{x) _P P P 
m Xi "^ X.' "*" X.' "*" 



' y m 



und das gesuchte Integral ist auf eine Summe mehrerer Inte- 
grale der Form zurückgeführt: 

P 



f 



,n 



dx. 



Es sei x' die Ableitung von x ^^^ 1^^^ bestimme zwei 
Polynome U und F, sodafs: 
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wird. Dies ist auf unendKch viele Arten möglich, solange 
man keine Voraussetzungen über die Grade von U und V 
macht. In der That, % und % sind zu einander relativ prim, 
da X nur einfache Wurzeln hat. Nach dem bewiesenen Satze 
kann man also zwei Polynome M und JV bestimmen, sodafs: 

wird. Multipliziert man diese Gleichung mit P: 

P=PMx + PNx' 

und fügt dazu die Identität: 

= Wx'x - Wxx, 
wo W irgend ein Polynom ist, so erhält man 

oder 

P=f7x+Fz'. 

Wegen der Wülkürlichkeit von W giebt es unendlich viele 
Polynome TJ^Y, 

Man erhält daher: 

und: 

Durch teilweise Integration des zweiten Integrales der rechten 
Seite erhält man aber: 






dx 
und daher: 






n — 1 -, 
— z dx, 

n — '1 



Auf diese Weise hat man das vorgelegte Integral durch eine 
rationale Punktion und ein neues Integral ausgedrückt, welches 
dieselbe Form wie das gegebene hat, in welchem aber der 
Exponent n um eine Einheit erniedrigt ist. Wiederholt man 
dasselbe Verfahren bei dem neuen Integrale, so erhält man 
endlich: 

/—- da? = rationale Punktion von x -\- 1 — dx. 
z" J ^ 

16* 
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Führt man dasselbe Verfahren bei aUen Integralen aus, 

F(x) 
in die -x^r- zerlegt ist, so erhalt man: 

fjS' ^^ = rationale Punktion von x +f^ ^^ + 

+ f9L clx-\ h f— dx 

^^^^ Qi7 Qif ' ' ' Qn sind Polynome. 

§ 4. Integratioii von irrationalen Funktionen. 

175. Wenn die zu integrierende Funktion nur eingliedrige 
Irrationalitäten enthält^ das heifst gebrochene Potenzen der 
Veränderlichen x, so kann man das Differential rational machen 
durch die Substitution: 

a; == jer", also dx = n;8f*"~^ dz , 

indem man den Exponenten n so wählt, dafs die Irrationali- 
täten verschwinden; man braucht dazu nur ein gemeinsames 
Vielfaches der Nenner zu nehmen. So wird z. B. durch die 
Substitution x ^= ^: 

und es entsteht das Integral einer rationalen Funktion. 

In ähnlicher Weise macht man ein Differential rational, 
das keine anderen Irrationalitäten enthält als gebrochene 

Potenzen des Binoms a -^hx oder der Funktion _r , , 
indem man setzt: 

a -^hx = 0*^ beziehungsweise "j* , = 0^ 

c ~j~ die 

und indem man den Exponenten so wählt, dafs die Irrationali- 
täten verschwinden. 

176. Ein Differential der Form: 

f{x, Ya + 6a? + cx^) dx, 

wo f eine rationale Funktion der beiden Veränderlichen ist, 
kann man durch geeignete Transformationen rational machen. 
Man setze: 

(1) ya-^hx -\- cx^ = ya -{- xz] 
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dann ergiebt sich duroh Quadrieren: 

a + 6a? -f- cx^ == a -f- 2 Y^^^ + ^^^*- 

Subtrahiert man auf beiden Seiten a und dividiert durch Xy 
so erhält man: 

h •-{- ex = 2 yä • + xz^. 

Da hierin x nur noch in der ersten Potenz auftritt^ so erhält 
man durch Auflösung nach x: 

2 yä- z — h 



X = ^ 



und daher: 

dx = 2. ''^^-'''+^'' dz. 

Mithin ist das gesuchte Integral: 
/ f{^7 y« + 6ic + cic^) dx == 

/* /2 j/a • j? — & c yo^ — hz-^- yä 'Z^\ o c y^T— &;& + y^ • ^* ^ 

gleich dem Integral einer rationalen Funktion. 

Sind alle im Differentiale auftretende Zahlen reell ^ so 
führt diese Substitution eine imaginäre Zahl ein, wenn a 
negativ ist. Durch eine kleine Abänderung können wir diese 
Unbequemlichkeit vermeiden. 

Das Trinom a + fea? + cx^ muTs für einige Werte von x 
positiv sein, wenn seine Quadratwurzel für irgend welche 
Werte von x reell ist. Es sei daher x^ so beschaffen, dafs 

a + hx^ -f- cx^ ^ 
ist. Dann ergiebt sich aus der Taylorschen Formel: 

Setzt man daher 

(2) ya + 6a? + cx^ =ya -\- hx^ + cx^ + (^ — ^o) ^? 

so ergiebt sich durch Quadrierung nach gehöriger Vereinfachung: 



6 -f- 2cXq + c{x — x^=^2 ya + Ix^ + cx^ • z-\-{x — x^- z^. 

Diese Gleichung ist in x vom ersten Grade imd ergiebt daher 
x als rationale •'Funktion von 0; substituiert man diesen 
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Wert in (2), so wird auch die Wurzel eine rationale Funktion 
von z und das gegebene DiflFerential wird rational. 

Nimmt man a?^^ = 0, so entstellt die vorige Substitution; 
ist x^ so beschaffen, dafs a -(- hx^ -f- cx^ = ist, so setze man: 

a + fea? + cx^ ^ c(x — a) (x — ß). 
Setzt man dann Xq = a^ so hat man die Substitution: 



(3) l/a + 6ic + cx^ = ycix — a)(x — ß) = (x — a)z. 

Aus ihr ergiebt sich durch Quadrierung und Vereinfachung: 

c{x — ß) = (x — a) z^j 

eine Gleichung ersten Gfrades in x. 

Man beachte, dafs für a < 0, wo die Transformation (1) 
nicht anwendbar ist, man (3) anwenden kann; denn das Trinom 
a -f- 6a; + coi? ist negativ für a? = und positiv für einige 
Werte von a?, es mufs also null werden und reelle Wurzeln 
besitzen. 

Man kann auch setzen : 



(4) l/a -f- 6ic + cx^ = y^a? — z 

und erhält dann: 

a '\-})x=^ z^ — 2 yixz'^ 

dies ist wieder eine Gleichung ersten Grades für a?, aus der 

man x. 3— und die Wurzel rational berechnen kann. 
^ dz 

177. Beispiele. 

Man setze ]/a;* -\- a == z — X] man erhält dann: 



also: 



X = 



a = — 2xz + ^*; 

y-5 — i a + jST* 



z^ — a 



2z ' ^ ^ 2z 

dx = ^~ dz, 
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und, wenn man endlich für ;er seinen Wert setzt: 



A 



dx 



= iog[^ + Yx'+a] + a 



yx*+a 

2) I — ' Das DiflFerential läfst sich durch die an- 

gegebenen Verfahren ra|;ional machen; einfacher bedient man 

sich der Formel: 

dx 



d arc sin x 



yi — x^ 
und folgert aus ihr: 

Q>X • I yn« 

, = arc sm x + C. 

Ebenso wird das allgemeine Integral: 

X 



A 



r dx_ _ f / <^ . =arcsin^ + g> 



'* Jväx* 



dx 



+ 2BX + C 

Dies Integral läfst sich auf die vorigen zurückfuhren mit 
Hülfe der Substitution: 

Äx -j- B = IS, 
aus ihr erhalt man: 

Ädx = d0, Äx^ + 2Bx+C = ^[0^ + ÄC — ff] 



/ dx ^ r dz 

yAx*+2Bx + C~J yA(z* + AC — 



B*j 



Ist daher Ä positiv, so kann man -= vor das Integral nehmen 
und hat nach Beispiel 1): ^ 

f--==J^^== = 4=- log [^ + Vis^ + äC — B'] + Const. 

J yÄx^+2Bx+c y3 ^^ ' '^ -^ ^^ 

oder, wenn man für seinen Wert einsetzt: 
dx 



/, 



yAx^+^Bx + C 



-^ log [ÄX + B + yÄ{Äx^ + 2Bx+ C] + Const. 

yA 
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Ist andererseits Ä negativ, so treten in dieser Formel 
imaginäre Zahlen auf. Wir können aber dasselbe Integral 

erhalten, wenn wir als Paktor vor das Integralzeichen 

nehmen; dann wird: 



/ dz ^ 1 /* 



dz 



y(B* — AC) — z* 

1 . z 

arc sin - -f- Const. 



y^n yb*^ac 

oder: 



dx 1 . Äx + B , rt . 

— arc sm - + Const. 



J yÄx^ + 2Bx+C l/=rZ *" YB^ — AC 

Hierbei mnfs man beachten, dafs JB^ — ÄC>0 ist; denn da 
Ä negativ ist und das Trinom Äx^ + 2Bx + C für gewisse 
Werte von x positiv ist, so ^ind seine Wurzeln reell. 

4) Das Integral 

dx 



/i 



{x — a)yAx*+2Bx+C 

läfst sich durch die Substitution x — a = — auf das vorige 

zurückfahren; man kann es aber auf die zuerst untersuchten 
Integrale bringen vermittelst der Substitution: 

_ Aax + B{a + x)+ C 
X — a 

Aus ihr erhält man: 

az + {Ba+C) 



X = 



z — {Aa + B)^ 



_ Aa*-\-2Ba + C , _ 4a* + 2^a-fC v 
^ — ^— z^^Aa + B) ^ ^^ — — ig^^Aa + B)y ^^> 

dz 



dx ^_ r 

{x—a)yAx*+2Bx+c ~ J y^ä* 



+ 2Ba + C){z^+AC-B^ 



Ist daher Äa' -{- 2Ba + C> 0, so hat das zweite Integral 
den Wert: 



1 



yAa*-^2Ba + C 



log y + y^^ ^ AG — B'] + Const. 
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Setzt man hierin für z wieder seinen Wert, so wird: 

dx 

log 



/i 



yÄä*^\-2Bä+C 



X — a 



§ 5. Binomisohe Differentiale. 

178. Ein Differential der Form 

in welchem a und h irgend welche Konstante und die Exponenten 
m, w, p rationale Zahlen sind, heifst ein binomisches Differential. 
Durch eine Vertauschung der Veränderlichen kann man 
das gegebene Differential in ein anderes derselben Form ver- 
wandeln, in welchem die an die Stelle von m und n tretenden 
Exponenten ganz sind. In der That, setzt man: 

X = z^, 
so wird 

x'^{a + hx'^ydx = a;Ef^«+«-i(a -f- 'bz''''ydz, ' 

Dies ist wieder ein binomisches Differential und die Exponenten 
von z vor und in der Klammer werden ganz, wenn man a so 
wählt, dafs ma und na ganz werden. 
Ferner transformiert die Identität: 

cxf^{a + hx'^ydx = af-^^'P {ax^"" + lydx 

das gegebene Differential in ein anderes derselben Form, wo der 
Exponent von x in der Klammer — n statt n wird; daher 
wird in einem der beiden Differentiale der Exponent von x in 
der Klammer positiv. Wir können daher unbeschadet der 
Allgemeinheit annehmen, dafs m und n ganze Zahlen sind, und 
dafs n positiv ist. 

179. Das vorgelegte Differential ist integrierbar, wenn p 

eine ganze Zahl ist; denn in diesem Falle ist es eine rationale 

Funktion von x. 

Setzt man: 

a + 6ic« = y, 
so erhält man: 



1^1 



und 
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x^(a + hx^)Pdx = ^yp{^^) " dy. 

Das vorgelegte Differential ist also in ein anderes vom selben 
Typus transformiert. Dieses und daher auch das gegebene ist 

integrierbar, wenn der Exponent — ~ 1 ganz ist, d. h. 

wenn: 

— ^t_ = ganze Zahl 

ist. Wendet man dieses Kriterium auf das Differential an: 

welches eine Transformation des gegebenen ist, so sieht man, 

dafs man dieses auch dann integrieren kann, wenn ' 
ganz oder 

— IL — [- jj = ganze Zahl 

ist. 

Man hat so drei PäUe, in denen man das Integral in 
endlicher Form angeben kann, das sind diejenigen, in welchen 
eine der drei Zahlen 

eine ganze Zahl ist; 

180.. Man kann Formeln aufstellen, welche das Integral 
eines binomischen Differentials mit anderen derselben Art ver- 
knüpfen, in denen jedoch die Exponenten m und p andere 
Werte haben. 

Man integriere partiell 



I o(f'(a 



+ hx'^y dx, 



indem man als zu integrierenden Faktor x^dx nimmt und als 

zu differentiierenden (a + fea?**)^. Setzt man zur Vereinfachung 

der Sehreib weise : 

a -f- ix^ = y, 

so erhält man: 

(1) Jx'^yPdx = ^>- - ^Jx^+'^r-^dx; 

dabei ist m -f- 1 =(= vorausgesetzt. Diese Formel drückt das 
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gesuchte Integral durch ein anderes aus, in dem m und p 
beziehungsweise durch m -{- n und p — 1 ersetzt sind; sind 
diese Zahlen einfacher als die früheren, so war die Anwendung 
der Formel von Nutzen. 

Integriert man andrerseits das gegebene Differential par- 
tiell, indem man als zu integrierenden Faktor y^x'^^'^dx nimmt, 

dessen Integral . ^_ . , ist, so erhält man: 

(2) f:^rdx == ^'(^^^jr - j^^J^-r^'d-- 

Diese Formel führt das gegebene Differential auf ein 
anderes zurück, in welchem der Exponent m um w Einheiten 
vermindert und p um 1 vermehrt ist. 

Dieselbe Formel würde nian finden, wenn man (1) nach 
dem Integrale rechter Hand auflösen und m + n und p — 1 
mit m und p vertauschen würde. 

Die Formeln (1) und (2) drücken das Integral eines bino- 
mischen Differentiales durch ein anderes vom selben Typus 
aus, in welchem die Exponenten m und p andere Werte er- 
halten haben. Wir können jedoch aus ihnen andere herleiten, 
in denen sich nur ein einziger Exponent ändert. 

Liest man auf der rechten Seite von (2) an Stelle von 
yi»:+i^ yp(a + Ix^) und setzt: 

I (xf^—f^yp+^dx = a I x^—^'y^dx + 6 / sfy^dx, 

so tritt jx^y^dx auf beiden Seiten von (2) auf und man 
erhält: 

(3) 1 xS^y^dx = TT 11,, — ,/ , — -i-Tx / x'^-'^yPdx, 

Berechnet man aus dieser Gleichung das Integral auf der 
rechten Seite und setzt m + w an Stelle von m, so erhält man:. 

(4) / x'^yPdx = — 7-4-ix ^^^^--?7 — /,, ^ I of'+'^yPdx. 

^ ^ J ^ a(m+l) a{m + \) J ^ 

Vergleicht man die Formeln (1) und (4) unter einander, so 
erhält man eine Relation zwischen den Integralen 

/ x'^-^'^yP-^dx und / x'^+^'y^dx. 
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Y/ß^ man die deftefamig naeh dem zweiteii Integnle auf and 
liest m — I» statt m^ so erliüt man die Formel: 



L5si man endlieh diese Gleichimg nach dem zweiten 
Integrale anf nnd setzt p -i- 1 fnr />, so erhalt man: 

Die Formeln ("3^ und ^4; gestatten den Exponenten Ton 
m nm n Einlieiten zu yermehren oder za Terringem. Dorch 
mehrmalige Anwendung Ton ihr transformiert sieh daher das 
gegebene Integral in ein anderes, in welchem an SteUe Ton m 
getreten ist m + k^ wo k ii^end eine ganze Zahl bedeutet 
Die Formeln (o) nnd (6) gestatten den Exponenten p nm eine 
Einheit zu yermehren oder zu yermindem, ihre wiederholte 
Anwendung fährt daher das g^ebene Integral auf ein anderes 
zurück, in welchem |9 + t' an Stelle yon p steht, wo k' irgend 
eine ganze Zahl bedeutet. 

Die Formeln (1) bis (6) werden illusorisch, wenn die auf- 
tretenden Nenner null sini Dies tritt ein, wenn 

ti^ ^ 1 sss 0, oder |) -f- 1 = oder w + 1 + «P == 

ist. Aber dann hat man bezüglich: 

— ! — = 0, » = — 1, — ' Ui> = 

und wir kommen auf Fälle, deren Integrierbarkeit wir bereits 
erkannt haben. 

in üiesem oesonaeren Jbaue wira oie Jbormel (5j: V —^ 

J YT-^x* w "^ m J yi-^x* 

Ist daher m ganz und positiv, so wird es jedesmal um 
zwei Einheiten durch Anwendung dieser Formel verkleinert 

und wir kommen schliefslich bei un&reradem m auf / - r : 

dieses ergiebt bei Anwendung derselben Keduktionsformel: 



A 



xdx 



yr^x 



_ — YT^a?, 
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da das Integral auf der rechten Seite yerschwindet. Ist aber 
m gerade, so kommen wir schliefslich auf / , = 

Gesucht sei femer: 

dx 



arc sm x. 



f\ 



(a+hx*)^ 

Durch Anwendung der Formel (4) oder (6) erhält man sofort: 

dx X 



f' 



A aj/a + hx* 

(a + bx^^ 

Ein Differential der Form 

a^(aaf -{'bx'ydx 

kann man auf den Typus der behandelten binomischen Diffe- 
rentiale zurückführen, indem man es so schreibt: 

x9-^pr(a^ hx'"*'ydx, 

§ 6. Integrale transcendenter Funktionen. 

182. Manche transcendente Funktionen lassen sich un- 
mittelbar integrieren, indem man die Formeln benutzt (Nr. 40 
und 42) 



/ a'dx = j— — , / cos xdx = sin x, f sin xdx = 



COSiP, 



/dx 
cos* 05 



dx 

y- = tang X, u. s. w. 



co8*a? 

Andere transcendente Differentiale lassen sich auf rationale 
Differentiale durch geeignete Wahl der Veränderlichen zurück- 
fuhren. Kann man z. B. das gegebene Integral auf die Form 
bringen: 

/ f{u)udXj 

wo f eine rationale Funktion von x, und u eine transcendente 
Funktion, u ihre Ableitung ist, so kommt dies bei Benutzung 
der Veränderlichen u auf 



/' 



f{u) du 
zurück, welches das Integral einer rationalen Funktion ist. 
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183. Das Integral: 

f{f')dx, 



ß 



in welchem f eine rationale Funktion ist, läfst sich in. das Inte- 
gral einer rationalen Funktion transformieren, wenn man setzt: 

Dann wird 

1 1 T dz 

X == — loff 0, dx = — 

a ° ' az 

und daher 

r dx 

Es sei z. B. I gesucht. Setzt man ef' = js^ so 

wird dies: *- 

dz 

,-(r+^ = log ^ - log (1 + ^) 

oder 

= X — log (1 + ^). 

184. Das Integral 



I-. 



ß 



/"(sin X, cos x) dx, 

wo f eine rationale Funktion ist, läXst sich auf das vorige 
zurückführen, wenn man sin x und cos x durch die imaginären 
Exponentialausdrücke ersetzt und das Differential wird dann 
eine rationale Funktion von ef^. 

Man kann es aber auch rational machen ohne imaginäre 
Gröfsen zu Hülfe zu nehmen, wenn man setzt: 



tang|. = ., 



woraus man erhält: 



sin a? = 2 sin — x cos ~ x = 2 tang — x cos^ Y ^ "^ 

2 tanff -—X 

® 2 2;? 



11+ 8 1 1 + Z^' 

l + tang^yÄ 



Q 1 . o 1 1-^ Z 

cos X = COS - -^ X — sm^ — x 



dx = 



2 "^ ""^ 2 "^ 1+^;*' 

2dz 
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woraus folgt: 

Jfi^m X, cos x) dx =.jf(^ , i^) ^ . 

Das DiflFerential auf der rechten Seite ist jetzt rational. 

In besonderen Fällen kann man einfachere Transforma- 
tionen benutzen. Läfst sich das gegebene Integral auf die 
Form bringen 

/ /"(tang x)dXy 

so braucht man nur tang x = z zu setzen; dann wird 
X = arc tg z, dx = . g und: 



j /"(tang x) dx =J j^- dz. 



Dies wird immer eintreten, wenn in dem DiflFerentiale 

nur gerade Potenzen von sin x und cos x auftreten; denn 

dann ist: 

. 9 tang'o? o 1 

sm^ X = . . , — 5— , cos^ X = 



1 + tang* x^ 1 + tang* x 

Läfst sich das gegebene Integral auf die Form bringen 

/"(sin Xj cos^ x) cois x dx. 



ß 



wo f eine rationale Funktion ist, so braucht man nur sin o: = 
zu setzen und das Integral wird: 



/' 



f(z, 1 — z^) dz. 
Läfst es sich auf die Form bringen 

/^(sin^ X, cos x) sin xdx, 
so wird es durch die Substitution cos x == z: 



ß 



—Jf(\—z% z)dz. 



185. Gesucht sei: 

sin*" X cos** X dx. 



/■ 
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Sind m und n ganze Zahlen^ so ist das Differential eine 
rationale Funktion des Sinus und Cosinus und läfst sich daher 
in geschlossener Form durch die Methoden der vorigen Nummer 
berechnen. Setzt man sin ^r ^^ ^, so wird 

/i ■ /• ** — ^ 

sin"* X cos" X dx = 1 ;2^ (1 — 0^) ^ dz. 

Auf der rechten Seite steht jetzt ein binomisches Differential 
und dieses läfst sich integrieren, wenn eine der Zahlen 

n — 1 m-\-l m-\-n 
2 ' 2 ' 2 

ganz ist, was gewifs der Fall ist, wenn m und n ganz sind. 

Auf jeden Fall ist es jedoch nützlich den absoluten Wert 
der Exponenten m und n zu erniedrigen, was durch Reduk- 
tion sformeln ermöglicht wird. 

Man zerlege das zu integrierende Differential in: 

sin"* X cos X dx • cos'*"^ x 

und integriere partiell, indem man den ersten Faktor als zu 
integrierenden Faktor nimmt. Man erhält: 

(1) I sm"* X cos** xdx = -|-^ — 1- 

-\ ^^—T I sin'^+^a? Gos'^-'^ X dx. 

Integriert man hingegen teilweise, nachdem man das Differential 
in das Produkt zerlegt hat: 

gjjjm— 1 ^ . QQ^n ^ gjn X dx, 

so erhält man 

/ft\ r • m ^ j sin"*~^a;co8**+^aj , 

(2) I sm'^ X cos" xdx = ^^^ 1- 

+ ^T^ / sin"*-2ic co^""-^^ xdx. 
Berücksichtigt man in der Formel (1) die Identität: 

/ sin"*+*a? cos"— ^0?^;^ = / sin"*;r (1 — cos^ic) cos"— ^t?;r = 



= / sin*" X cos"-^ ic dx — / sin"* x cos" x dx^ 
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und löst die Gleichung dann nach dem auf beiden Seiten auf- 
tretenden vorgelegten Integrale auf^ so erhalt man: 

/o\ /* • «. « j siii'^+^iccos*"'^« , 
(3) I sm"*n? Gos^xdx = ; h 



H i — I sin"* X co9^-~^ X dx 

und in ähnlicher Weise erhält man aus der Formel (2): 

(4) I sm"*a? cos*a;aic «= 1 + 

+ ^T / sin»*-** X cos* ic dx. 
m + nj 

Löst man die Gleicl^ung (3) nach dem Integrale auf der 
rechten ßeite auf^ und yermehrt n um swei Einheiten, do 
erhält man: 

/K\ i • 1 sin'^'^^a; cos**' ^oj , 

(5) I sm"* X oos* xdx = ^rn — ' r 

H J" I ^ / sin»» a?. öos*+^ r» dx. 

In ähnlicher Weise erhält man aus (4): 

(6) I mB!^x oo8"Ä?aÄ? «* ^rj f- 

H ^ , T / sin^^+^ic cos^oprfa;. 

Die vorigen Formeln könnte man auch auf verschiedene 

andere Weisen erhalten. Vertauscht man z. B. x mit -r a?, 

so vertauschen sich die Formeln (1) und (2), (3) und (4), 
(5) und (6) untereinander. Die letzten vier gestatten einen 
der Exponenten m und n um zwei Einheiten zu erhöhen, ohne 
den anderen zu ändern. Die Formeln (3) und (4) werden 
illusorisch, wenn m + w = wird. In diesem Falle kann 
man (1) und (2) anwenden. Reduziert man so die Exponenten 
m und n gleichzeitig um je zwei Einheiten, so werden sie 
schließlich, wenn sie ganz waren, die Werte 1 oder oder 
— 1 annehmen und wir werden so auf folgende neun Inte- 
grale geführt, die wir direkt berechnen: 

G-enoQchi-Peano, Diif.- a. Integral-Sechnong. 17 



25^ äet0Bttt fc^^ 






dx -«^, 



tfA xdx^mL X 



«in ^ rfr — s — eo« jr. 



»in ;ic «» xdx ^^ - - sin* x. 



2 



gmx 
mxdx 



eoix 



Ifig sin Xj 
— IcfgeosXj 



n äx 

186« Einige andere Differentiale, die man durch die 
Substitutionen der Nr 184 rational machen kann^ lassen sich 
aneh direkt durch geeignete Kunstgriffe integrieren. 

1) Gesucht sei 

r dx 

J a cos X'\-h sin x 

Bestimmt man zwei Zahlen r und a^ sodafs 

a^=^ r cos Uy h =^r sin a 

wird^ so erhalt man: 

a cos ä: + 6 sin ÄJ -= r (cos x cos a + sin a; sin a) = r cos {x — a) 

und daher wird: 

f ^ , i- p(^-"\ ^i-logtangfe + ^) + g. 

J atonX'-\-h%mx r^ cob{x — a) r ° ®\4 ' 2 / ' 

2) Gesucht sei 

/dx 
aco8*a?+ ftsin'a; 



/ 
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Dividiert man Zähler und Nenner durch cos^rc, so kommt: • 

dx 

cos'a; I dt&ngx 

a + & tang* x ^ a-\-h tang x 

und dieses letzte DifiPerential ist rational^ wenn man tang x als 
unabhängige Veränderliche nimmt. 

3) Man betrachte: 

/dx 
a-^-h cos X 

Beachtet man^ dafs 

cos X = cos* Y ^ — ^^^ Y ^ ^^^ ^ = ^^s* Y ^ + ^^^ Y ^ 

ist; so erhält man: 

/l d^ 
a (cos* -z- a; + sii^* "S" ^) "1" ^ (cos* — x — sin* — x) 



(a + &) cos'— a: + (a — &) sin* — x 



und man kommt auf das vorige Integral zurück. 
4) Gesucht sei: 

dx 



h 



a + ^ ^08 o; + c sin a; 

Setzt man wieder 6 = r cos «, c = r sin «, so wird das vor- 
gelegte Integral: 

/dx C d{x — a) 

a + *• cos {pH — OL) J a + ** cos (a? — a) 

und ist daher auf das vorige Integral zurückgeführt. 
187. Das Integral 

e**ii:* dx 



ß 



lälst sich durch teilweise Integration vereinfachen. Nimmt 
man €f*^dx als zu integrierenden Faktor, so folgt: 

/(f^^Qi^dx = — a?« — ~ / ef^'x^'-'^dx 

und das vorgelegte Integral kommt also auf ein ähnliches 

zurück, in welchem aber der Exponent n von x um eine 

17* 
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Einheit gesunken ist. Ist n ganz und positiv ^ so wird man 
durch mehrmaUge Anwendung dieses Verfahrens sehUefslieh 
zurückgeführt auf 

und daher läfst sich dann auch das vorgelegte Integral be- 
rechnen. 

Setzt man der Einfachheit halber a = — 1^ so findet man: 

je-'x^^dx = - w! 6-*[l + ^ + fj' H f. y + G 

Ist hingegen n negativ^ so kann man die oben aufgestellte 
Beduktionsformel nach dem auf der rechten Seite auftretenden 
Integrale auflösen; man kann aber auch teilweise integrieren 
imd das gegebene Differential in das Produkt zerlegen: 

c"*- (xf^dx-^ 
man erhält dann: 

/► -a;r n+l /» 

^' x!^ dx =^ ^-^^^ ^^ /c«'a:«+ida;, w + 1 4= 0. 

Daher kann man zu n so viele Einheiten hinzufügen als man 
will. Ist n ganz und negativ^ so kommt man durch Addition 
von mehreren Einheiten auf den Wert w = — 1 und somit 
auf das Integral: 

— dx^ 

auf welches die vorige Formel nicht anwendbar ist. Dieses 
Integral läfst sich nicht in geschlossener Form ausdrücken. . 

188. Setzt man in fef^'x^dx 



1 1 dz 

e* == £?, rc = log 0, dx =^ — , 



so erhält man: 



I €f*''x''dx= I ss^-^ (log zY dz. 

Das zweite Integral kann man berechnen^ wenn man das 
erste berechnen kann, also wenn n ganz und positiv ist. 

Setzt man e"* =« Zj so transformiert sich die Funktion 

— dx \VL ^ 
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I 

Diese Funktion heifst der Integrallogaritlmius. Man kann ihn 
schreiben: 

dz 

z 

Setzt man in demselben Integrale a komplex und gleich 
g + Äi, so wird e** = e^* (cos hx -{- i sin hx) imd 

/ e**a:*rfa? — / e««a:'» oos Äapda? + * / c^*«** Wihxdx, 

Ist daher n eine ganze positive Zahl, so kann man die linke 
Seite berechnen und erhält daraus die Werte der beiden Integrale: 

f e^'x* coshxdx und j e^'x"^ siahxdx. 

Setzt man im Besonderen w «= 0, so wird 



/■ 



a 



und^ wenn man a*^ g ^ hi setst: 

/ 6^* cos hx dx -\- i I 6^* sin hx dx = - — 4-A*"'* 

c^* [p coB %rc -)- A sin ^a; 4~ ^ (^ Bi^ ^^ — Ä cos Äa;)] 

e^* cos Aa;(7a; ■= ^ ij,, (^ cos Aa? + A sin Aa?), 



/« 



e'* 



6^* sin Air da? = , . ,, (g sin An? — A cos Arr). 

Hierzu braucht man nur die willkürlichen Eonstanten 
hinzuzufügen, um die allgemeinen Integrale zu erhalten. 

Übrigens kann man diese Integrale direkt durch teilweise 
Integration ermitteln. In der That^ bringt man die Differen- 
tiale auf die Formen: 

e^* dx • cos hx und e^'dx • sin Are, 

so hat man: 

/ e^* cos hxdx =^ — e^' cos Aä; -j / c^* sin hx dx. 

Ebenso wird 
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/e^* sin hxdx ^=' — e^' sin hx / 6^* cos hxdx 
9 9J 

und man erhält zwei Gleichungen für die gesuchten Integrale. 
Ein anderer besonderer Fall von den vorstehenden Inte- 
gralen ist dieser: 

j x^ cos X dx und 1 x^ sin x dx, 

welche sich für ^ = 0, Ä = 1 ergeben. Die Reduktionsformeln 
kann man jedoch direkt durch teilweise Integration erhalten. 
In der That hat man: 

/ 0?" cos xdx=^ -\- xl^ %mx — n \ x^~^ sin xdx, 

I x^ sin xdx = — x^ cos a? + w I a?**"~^ cos xdx. 

So reduziert sich das vorgelegte Paar von Integralen auf ein 
anderes vom selben Typus, in welchem n — 1 an Stelle von 
n zu setzen ist. Ist daher n ganz und positiv, so kommt 
man durch wiederholte Anwendung desselben Verfahrens auf 
die bekannten Integrale: 

/ cos X dXj I sin x dx. 

Setzt man sin x ^= 0, so hat man: 

/ x^ cos xdx = I (arc sin ^y dz 

und setzt man cos x =^ z, so wird: 

/ x"* sin xdx = — / (arc cos zY dz. 

Daher kann man auch diese Integrale berechnen, wenn n ganz 
imd positiv ist. 

189. Man kann die Integrale der Form berechnen: 

f(xy c«*, e^*, • • • e**) dx, 



ß 



wenn f eine ganze rationale Funktion ist. In der That, f zer- 
legt sich in eine Sunlme von mehreren Gliedern, deren jedes 
das Produkt aus einer numerischen Eonstanten, einer Potenz 
von X und einigen Potenzen von e"*, e**, • • • ist. Vereinigt 
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man in ihm die Exponentialglieder, so wird man darauf ge- 
führt, eine Reihe von Integralen vom Typus 



/ 



(xf^e^'^dx 



zu berechnen, wo m eine ganze positive Zahl ist und diese 
Integrale kann man ausführen (Nr. 187). 

Die Integration einer ganzen Punktion von x, von den 
Exponentialgröfsen 6"*, e^*, • • • und von Sinus und Cosinus 
linearer Funktionen von x lafst sich auf den vorigen Fall 
zurückfahren, wenn man far die Sinus imd Cosinus ihre Ex- 
ponentialausdrücke setzt. 

Das Integral 

f{x) c"* dXj 



ß 



wo f eine rationale Funktion von x ist, drückt sich, wenn 
man f(x) in eine ganze Funktion imd Partialbrüche zerlegt, 
durch eine Reihe von Integralen der Form aus: 

wo m und n ganze positive Zahlen sind. Zufolge der Formel 
der Nr. 187 kann man das erste Integral berechnen; das 
zweite geht durch die Substitution x — a = ^sr über in 

ef^<* jzr^ef^^dZy welches sich durch bekannte Funktionen und 

den Integrallogarithmus ausdrücken läfst. 
Die Integrale 

/ f{x) sin ax dx, j f(x) cos ax dx 

lassen sich auf das vorhergehende zurückfuhren, wenn man 
die trigonometrischen Funktionen durch Exponentialfunktionen 
ersetzt. 



\ 



Achtes Kapitel. 
Bestimmte Integrale. 

§ 1. Definition des bestimmtoi Intecvtl^^« 

190. Es sei f{x) eine Funktion, welche in einem die 
Werte a und 6 enthaltenden Inter?aUe ein unbestimmtes Inte- 
gral F{x) und daher deren unendlich viele von der Form 
F{x) + C besitzt, wo C eine willkürliche Konstante bedeutet. 
Erteilt man der Veränderlichen erst den Wert a, dann den 
Wert 6, so erfShrt dabei irgend eines dieser Integrale den 

Zuwachs 

FQ>)-F{a), 

dieser ist daher imabhängig von der Wahl des partäulareir 
Integrales, mit dessen Hilfe man ihn berechnet. Man nenni 
diese Differenz das bestimmt httegrcA von f{x) zwiseh^i den 

Grenzen a und 6; man bezeichnet es durch jf{pc)dx und liest 

a 

dies: Integral von a bis h von f(x)dx. Naeh der Definition 
wird daher, wenn f(x) die Ableitung von F(x) ist: 






Die Zahlen a und b heifsen beziehungsweise die untere €kemMe 

und die obere Grenze des Integrales. 

1 

Beispiele, — 1) Man sucht pxf^dx für w > 0. Die Funk- 



tion F(x) = — -j—T ist ein unbestinmites Integral von a^ dx 
in dem ganzen Intervalle (0, 1) und allgemein für alle 
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positiven Werte von x. Daher ist: jF(1) = , ^ F(0) = 

und es wird: 

1 







/dx 
^ . ^ a* arc tang Xj wenn man, wie ge- 
wöhnlich, unter arc tang x den zwischen — und + — ent- 

haltenen Bogen versteht, dessen .Tangente x ist. Man schliefst 

daraus: 

1 

/dx n 



3) Man sucht / — Sind a und & beide positiv, so 



a 



kann man i^(a;) = log x setzen; denn dann hat die Funktion 
log a? in dem ganawn Intervalle (a, V) die Ableitung — • 



X 

Daher wird: 

'^ = log6-loga=.log^ 






X " "^ ' ^ a 



Sind a und 6 beide negativ, so setze man F{x) = log ( — x), 
dann wird: 

J ^ = log (— ft) — log(— a) =- log ^, 

a 

wie zuerst Ist endlieh eine der Grenzen a und b positiv, die 
andere negativ, so hat die Funktion — in dem Intervalle (a, b) 

nicht immer einen bestimmten endlichen Wert und man kann 

in ihm weder von einem bestimmten noch von einem unbe- 

h 

stimmten Integrale sprechen; der Ausdruck / — hat in diesem 



a 



Falle nach den gegebenen Definitionen keine Bedeutung. 

191. Aus der Definition des bestimmten Integrales leitet 
man unmittelbar die folgenden Sätze ab: 
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I. Vertauscht man in einem bestimmten Integrale die Grenzen^ 
so ändert das bestimmte Integral sein Zeichen^ aber nickt seinen 
absoluten Wert, 

In der That, ist F{pc) ein Integral von f(x)dXy so hat 
man nach der Definition: 

h 

Jfipß) dx = -F(fe) — F{a) 



und 



a 



und daher 



(fix) dx = F{a) — F{b) 

b 



I f(x) dx=^ — / f(x) dx, 

a b . 

w. z. bew. w. 

Durch diese Vertauschung kann man es immer erreichen, 
dafs die untere Grenze nicht gröfser ist als die obere; dies 
werden wir in verschiedenen Fällen voraussetzen. 

n. Besitz f(x)dx in einem die Werte a, 6, c enthaltenden 
Intervalle ein Integral F(x)y so wird: 

b c b 

I f{x) dx= I fix) dx -]- I f{x) dx. 



a 



In der That, diese Formel ist gleichbedeutend mit der Identität 
F(h) - F{a) = [F{c) - F(a)-\ + [F(h) - F(c)l 

In ähnlicher Weise hat man, wenn fix) in einem die 
Werte x^j x^j--- Xn enthaltenden Intervalle ein Integral besitzt: 

Cf{x) dx =^Jf{x) dx +Jf{x) dx-\ \- ff{x) dx. 

Xo Xq Xx ^n—X. 

ni. Besitzt fix) ein Integral in dem Intervalle (a, 6), so 



hat ma/n: 

b 



ß 



f(x)dx = (b — a)f(xi), 



wo x^ eine Zahl zwischen a und b ist. 
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In der That, diese Formel ist gleichbedeutend mit der 
aus der Differentialrechnung: 

F(b) — F(a) = (6 — a) F' {x^), 

Eorollar. Wenn in dem Intervalle (a, 6), f(x) > und 

a <Cb ist, Bo hat man auch: 

b 

f(x)dx>0. 



ß 



In der That^ nach der letzten Formel hat das Integral 
den Wert (b — a) f{x^ und dieser ist positiv, da h — a > ^-i 

und ^{x^) > 0. ^ ( 

Eorollar. Hat man in dem Intervalle (a, &), q>{x) > ^(a;), 
und ist a <Ch, so hat mxm a/uch: 



b b 



I q>{x) dx> j tl^(x) dx. 



a 



In der That, es ist: 

b b b 

I q>{x) dx — / ^(rr) dx = 1 [ip(x) — ^(ic)] dx. 

a a a 

Dieses letzte Integral ist aber positiv nach dem vorhergehenden 
Korollar. 

IV. Besitzen die Funktionen q)(x) und tlf(x) in dem Inter- 
valle (a, h) ein Integral und wird t(j^) i^ demselben Intervalle 
nicht null, so hat man: 

b b 

I q)(x)ilf(x) dx == q)(Xi) 1 '^{x) dx, 

a a 

WO Xy^ ein Wert zwischen a und b ist. 
In der That, setzt man: 

F{x) = I q)(x)tl; (x) dx, W(x) = 1 il;ix)dx, 

so hat man, da W\x) ==' ip(x) in dem Intervalle (a, 6) nicht 

verschwindet: 

F(fi)~-F{a) ^ F'(Xi) 
W{b)'-^{a) W\x^) 
oder 
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b 
a y(a:.)»(«.) _ ,. 

Jil)(x)dx 

a 

und liieraus erhält man die zu beweisende Formel. 

192. Satz, Besitzt die Fwnktion f{x) in dem Intervalle 
{a, b) ein Integral und nennt man: 

Xq «= a, X^y ^f ' ' ' ^n-l, Xn=^i 

eine ivillhiirliche Beihe von Werten x, die nach ihrer Gröfse ge- 
ordnet sind; nennt man femer l{aj ß) und X(a, ß) die obere 
imd untere Grenze der Werte von f(x) in dem Intervalle («, /5), 

b 

SO ist das Integral ff(x)dx immer zwischen den zwei Summen 
enthalten: ^ 

h = (^1 — OOq) l(Xo, x^) + (x^ — x^) l(xi, x^)-i 

+ (Xn — Xn^l) l (iZ^»-l, Xn) 

und 

5j = (Xi — Xq)X(Xq, x^) + (x^ ~ X^)k{Xiy x^)-^ 

welches auch die Werte x^, ^2; * * ' ^^^ mögen, 

b 

Ist die Ffmktion f{x) stetig, so ist ff(x)dx die einzige 

« 
Zähl, wel(ihe zwischen allen Werten von s^ und s^ enthalten 
ist, wie oMch die zwischeiß a und h interpolierten Werte beschaffen 
sein mögen. 

In der That, man hat (Formel II) 
Jf(x) äx =Jf{x) dx + jf{x) dx-\ h jf{x) dx 

a x„ ar, *«— 1 

und dfther wird nach Formel III: 

» 

f(x) dx = {xi — x^) /"(li) + {Xf — x^ f%) H 

+ (a;, — Xn-l) fi^n), 





ß 
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wo li, Sg, • ' • In Werte von x sind, die beziehungsweise den 
Intervallen angehören: 

{X^y Xj), {X^y X^) • • • (Xn^l, Xn). 

Daher hat man die Ungleichungen: 

K^07^l) >/'(il)> ^(^0,^1)7 



Multipliziert man jetzt diese Ungleichungen beziehungs- 
weise mit den Differenzen x^ — Xq, x^ — x^^ - - - Xn — Xn—i, 
die sämtlich dasselbe Vorzeichen haben, imd addiert, so erhält 
man, wenn alle diese Differenzen positiv sind, d. h. wenn a<6 ist: 

b 

s^>jf{x)dx>s^, 

a 

und wenn a > 6 ist: 







dx <iSo, 



2 

a 

Hiermit ist der erste Teil des Satzes bewiesen. 
Die Differenz s^ — s^ kann man schreiben: 

«1 — «2 = (^1 — ^o)'^(^o; ^1) + K — ^i)'9'K, x^)-\ 

+ (Xn — Xn--.i) d' (Xn-U Xn)y 

wenn man mit d'(cc, ß) =^l (ccj ß) — A (a, ß) die Schwankung 
der Funktion f im Intervalle (a, ß) bezeichnet. 

Ist nun die Funktion f(x) stetig in dem Intervalle (a, &), 
so kann man dieses Intervall in der Weise in Teile teilen, 
dafs in jedem einzelnen von ihnen die Schwankung kleiner als 
eine beliebig fixierte positive Zahl e ist (Nr. 21). Daher kann 
man die Differenz s^ — 5^ kleiner als s(b — a), also auch 
kleiner als jede vorgeschriebene Zahl machen. 

Deswegen kann es nur einen einzigen zwischen s^ und s^ 

b 

enthaltenen Wert geben und da jf{x)dx diese Eigenschaft 

hat, so schliefst man, dafs dies die einzige Zahl ist, die 
zwischen allen Werten s^ und s^ enthalten ist. 
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b 

Eorollar. Ist f{x) eine stetige Funktion, so ist jf{x)dx 

a 

der Grenzwert, gegen welchen hei wachsendem n die Summe 
hmvergiert: 

in welcher Xq = a, x^, X2,' - - Xn = h der Größe 'nach geordnete 
Werte von x und Ziy z^y - ^ * Zn willkürliche Werte von x sind, 
die den Intervallen (Xq, x^), {x^, x^), • • • {xn-^iy Xn) angehören. 

In der That, man fixiere eine beliebig kleine positive Zahl^ 
die durch €(b — d) bezeichnet sein möge, und bestimme eine 
positive Zahl h so, dafs zu irgend zwei Werten von x^ deren 
Dififerenz kleiner als h ist, zwei Funktionswerte gehören, die 
sich um weniger als € unterscheiden. Teilt man nun das Inter- 
vall (a, b) in beliebig viele Intervalle, deren jedes kleiner als 
h ist, so erhält man: 

/» n — 1 

f(x) dX = ^r (Xr+i — Xr) /"(Ir+l), 
a 

WO lr+1 ein bestimmter Wert von x in dem Intervalle (Xr, Xr+i) 
ist. Daher wird die Dififerenz zwischen der Summe s und 
dem Integral: 

b 



ß 



w—1 

f{x) dx — S=^r (Xr^i — Xr) [/"(Ir+l) — /"(^r+l)]- 





Da nun l^+i und 0r-\-i demselben Intervalle (Xr, Xr+i) an- 
gehören, dessen Ausdehnung kleiner als h ist, so ist auch ihre 
Dififerenz kleiner als h und | f(^r-^i) — /*(^r+i) | < £- Daher 

b 

wird auch / f(x) dx — s <Ca(b — a). Man kann also zu 



a 



einer beliebig kleinen positiven Zahl sQ) — a) eine Zahl h be- 
stimmen, sodafs für jede Teilung des Intervalles (a, b) in Teil- 
intervalle, deren jedes kleiner als h ist, die Dififerenz zwischen 
der Summe s und dem Integrale absolut kleiner als 6(b — a) 
wird; also hat s zum Grenzwerte das Integral, wenn alle Inter- 
valle gegen nuU konvergieren oder n unendlich grofs wird. 
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193. Die vorigen Sätze liefern eine neue Definition des 
bestimmten Integrales, welche mit der bereits gegebenen zwar 
nicht gänzlich gleichwertig ist, die aber doch in den gewöhn- 
lichen Fällen mit ihr zusammenfällt. 

Es sei f{x) eine Funktion, welche in dem Intervalle (a, b) 
gegeben ist und es sei z. B. a < 6. Wir wollen die Existenz 
-der oberen und der unteren Grenze der Werte von f(x) in dem 
Intervalle (a, 6) und in jedem seiner Teilintervalle voraussetzen. 

Man nenne wieder Xq = a, x^, x^, * » - Xn = h willkürliche 
wachsende Werte von rr, und l(a^ß) und X{a,ß) die obere 
und untere Grenze der Werte von f{x) in dem Intervalle (a, ß) 
und betrachte die Summen: 

und 

in denen r alle ganzen Zahlen von bis n — 1 durchläuft. 

Es ist leicht zu sehen, dafs jede Summe s^ gröfser ist 
als jede Summe ^g*, daher giebt es eine untere Grenze 8^ der 
Werte von 5^ und eine obere Grenze /Sg der Werte von s^ und 
es ist /St ^ Sg. 

Ist Si = 82^ so ist der gemeinsame Wert beider Summen 
die einzige Zahl, die kleiner ist als alle Summen 5^ und 

gröfser als alle Summen s^* In diesem Falle nennen wir 

b 

[x)dx ihren gemeinsamen Wert und sagen — in dieser 



fi^' 



Nummer wenigstens — , dafs die Funktion f{cc) in dem Inter- 
valle (a, V) integrierbar ist. 

Besitzt f(x) ein unbestimmtes Integral, d. h. giebt es eine 
Funktion F{x)f deren Ableitung f(x) ist, so ist nach dem 
Satze der vorigen Nummer F(b) — F(a) auch kleiner als 
alle Summen 5^ und gröfser als alle s^. Ist daher Sj = Sg, 
so folgt: 



F{b) — F(a) =Jf{x) dx. 



a 



Die beiden Definitionen des bestimmten Integrales, nämlich die 
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in Nr. 190 und die in dieser Nummer gegebene fallen daher 
zusammen, wenn beide anwendbar sind. Es könnte sich aber 
ereignen, dafs eine Funktion F{x) existiert, deren Ableitung f(x) 
ist, ohne dals die obere und untere Grenze der Werte von /*(af) 
in dem Interralle (a, h) existiert; es können aber auch diese 
Grenzen vorhanden sein ohne dafs 8-^ =» 8^ wird und dann ist 
zwar die erste Definition anwendbar, aber nicht die zweite. Um*- 
gekehrt könnte 8^ »= 8^ sein ohne dafs es eme Funktion giebt^ 
deren Ableitung f(x) ist und dann ist zwar die zweite Defini- 
tion anwendbar, aber nicht die erste. 

Man beachte, dafs die Differenz 8^ — 8^ gleich der unteren 
Grenze der Werte von A = S{xr+i — Xf) d(Xr, Xr^i) ist, wo 
d {a, ß) die Schwankung der Funktion in dem Intervalle (a, ß)y 
d. h. die Dififerenz l(cc, ß) — A(a, ß) bedeutet. Daher gilt: 

Die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, dafs 
f{x) in dem Intervalle (a, 6) integrierbar ist {d. h. dafs 8^ = 82 
ist nach der neuen Bezeichmmg)^ 'besteht darin, dafs die untere 
Grenze der Werte von A nuU ist. 

Wenn die Fmüäion f{x) in dem Intervalle (a, 6) immer 
wächst oder immer abnimmt oder werni ma/n das Intervall (a^ b) 
in Teüintervalle zerlegen kann, in deren jedem f(x) immer in dem- 
selben 8inne variierty so ist sie in dem Intervalle (a, b) integrierbar. 

In der That, wächst f(x)y so zerlege man (a, 6) in n 

gleiche Teile, deren jeder gleidi h = ~ ist. Dann wird 

8 (Xry a^r+i) = f{xr+^ — f(Xr) uud A «« A [/'(fc) — f{a)'\ uud 
diesen Ausdruck kann man so klein machen wie man will, 
wenn man h hinreichend klein nimmt. Ein ähnlicher Beweis 
gilt in den anderen Fällen. 

Ist f{x) stetig, so ist es auch integrierbar. 

Diese Behauptung folgt aus dem Satz Nr. 192. 

Ist f(x) unstetig für eine endliche Zahl von Werten in dem 
Intervalle (a, 6) oder nimmt man allgemeiner aus dem Intervalle 
{a, 6) irgend welche Intervalle heraus, deren 8umme nmn &c- 
liebig Mein machen kann, und ist für alle übrig bleibenden Werte 
von X die Funktion stetig, so ist sie integrierbar. 

In der That, man zerlege das Intervall (a, 6) in die Inter- 
valle, in denen f(x) unstetig ist und deren Summe kleiner als ^ 
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ist; und teile die übrig bleibenden Intervalle beliebig. Dann 
zerlege man die Summe A in zwei Teile; der eine ent- 
spreche den ersten Intervallen , dieser ist dann kleiner als 
e[l(a,b) — A(öt, &)], eine beliebig kleine Gröfse. Der andere 
Teil von A entspreche den Intervallen, in denen die Punktion 
stetig ist; dieser kann ebenfalls beliebig klein gemacht werden. 
Daher kann man auch A kleiner als jede gegebene Gröfse 
machen und die Funktion ist integrierbar. 

Schliefslich war in dieser Nummer vorausgesetzt, dafs die 
untere Grenze des bestimmten Integrales kleiner ist als die 
obere Grenze. Ist dies nicht der Fall, so kann man das Inte- 
gral durch die Gleichung 



a ö 

I f{x) dx = — / fix) dx 



definieren. 

Es sind auch leicht die Formeln zu beweisen: 



6 c b 

I f(x) dx = I f{x) dx -{- j f(x) dx 

a a c 

und, wenn a < 6 ist: 

b 

(6 — d) l(ay b)> I f{x)dx>{b — a) A(a, 6). 

a 

Ist a > 6, so müssen die Zeichen der Ungleichung umgekehrt 
werden. 

Man betrachte jetzt das bestimmte Integral als Funktion 
seiner oberen Grenze und setze: 

X 

F{X) =ff(x) dx, 

a 

X-\-h 

Dann wird F(X + ä) — F(X) =ff{x) dx und dieser Wert 

ist zwischen ä?(X, X-|-Ä) und AA(X, X + Ä) enthalten« 
Da nun l und X endlich sind, so konvergieren diese mit h 
gegen null; F{X) ist also eine stetige Funktion. 

Genocchi-Peano, Diff.- n. Integral-Bechnnng. 18 
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Ferner erhält man aus der üngleichimg: 
hl (X, X + Ä) > F{X + h) — F{X) > U{X, X + h), 

die far Ä > gilt und aus der, welche für Ä < gilt und die 
sich aus dieser durch Umkehr der Ungleichheitszeichen ergiebig 
dafs in jedem Falle: 

l(X, X + h)> ^(^ + ^)^- -^ gl > A (X, X + Ä) 

ist. Man lasse hierin h gegen null konvergieren. Ist f(x) 
stetig an der Stelle x = X, so wird: 

lim r(X, X + Ä) = lim A(X, X + Ä) = f(X) 
und daher: 

lim ^(^ + ^l-Pi^) = f^x). 

Also hat F{X) zur Ableitung f{X) an allen den Stellen, wo 
f{X) stetig ist. 

§ 2. Anwendung der bestinmiten Integrale auf die 

Geometrie. 

194. Viele geometrische Gröfsen, wie Flächeninhalte, Vo- 
lumina, Kurvenbögen u. s. w. werden durch bestimmte Integrale 
gemessen. 

Es ist aber nützlich, genau zu fixieren, durch welche 

Axiome, Postulate und Definitionen wir dazu gelangen können, 

auf die Gleichheit oder Ungleichheit zweier nicht .vorgloieh- 

V^m^vv^^ie^ / Jmu^^t Gröfsen zu schliefsen und zu finden, dafs eine bestimmte 

A Zahl eine gegebene Gröfse mifst. 

Um die Gleichheit oder Ungleichheit zweier geometrischer 
. Gröfsen zu erkennen, bedienen wir uns der folgenden Annahmen: 

A^^>tÄ.^Re4tf / 1) Zwei Pti^tiehb€H^e Gröfsen sind gleich 

/v 2) Durch Äddmon oder Subtraktion gleicher Gröfsen erhalt 

man gleiche Besultate. 

3) Der Teil ist Meiner als das Ganze, 

4) Die Differenz zweier ungleicher Gröfsen übersteigt, wenn 
sie eine hinreichende Anzahl von Malen zu sich selbst addiert 
wvrdy jede gegebene Gröfse, 

Das Mafs einer Gröfse definieren wir in ähnlicher Weise 
wie das Verhältnis zweier Gröfsen: 
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Mom sagt, dafs eine Zahl a eine Gröfse A mifst, wenn — 
unter U die Mafseinheit verstanden — dwrch m- malige Wieder- 
holu/ng von U und n-malige von A, die Gröfse mV gr'öfser, 

gleich oder Meiner ist als nA, je nachdem die Zahl — gröfser, 

gleich oder Meiner als a ist. 

Bei dieser Definition braucht man nicht yorauBzusetzen^ 
dafs man U in gleiche Teile teilen kann. Ist aber U in 
gleiche Teile teilbar und hai} daher das Produkt k U für 
rationales h eine Bedeutung^ so kann man die vorige D^Sjailion 
in die folgende verwandeln: 

Man sagt, dafs die Zähl a die Zahl A mifst, wenn — td/nter 
U die Mafseinheit verstanden — hU gröfser, gleich oder Meiner 
als A ist, je nachdem die rationale Zahl k gröfser, gleich oder 
Meiner als a ist. 

Von Nutzen wird uns sein der folgende 

Sat0. Ist eine Gröfse A Meiner als die Gröfsen B^, B^, • • •, 
die durch die Zahlen \, &2; * ' ' gemessen werden, ist aber A 
gröfser als die Gröfsen C^, C^, • - - y die durch die Zahlen c^, c^, • • • 
gemessen werden, und giebt es eine einzige Zahl a, die Meiner 
ist als dUe Zahlen b und gröfser als die Zahlen c, so mifst die 
Zahl a die Gröfse A. 

In der That, es seien m und n ganze Zahlen und man 
bilde die Gröfsen mU und nA. 

Es sei zunächst — > a. Da a die einzige Zahl ist, die 

kleiner ist als alle Zahlen b und gröfser als alle Zahlen Cy so 

ist — , das von a verschieden ist, nicht gleichzeitig kleiner 

als alle Zahlen b und gröfser als alle c. Also kann es nicht 
kleiner sein als alle Zahlen b. 

Es sei daher br eine Zahl der Klasse b, für welche 

— ^ 6r ist und es sei Br die durch br gemessene Gröfse. 
Dann wird nach der Definition des Mafses: 

mU^nBr* 

Es ist aber Br> A und daher nBr > nA (Euklid, Buch V, 

Axiom ni) und: 

mU> nA. 

18* 
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ist. 



Es sei jetzt — < a; dann zeigt man ähnlich, dafs 

mU<i nÄ 



m 



Endlich sei — = a. Dann behaupte ich, dafs mU==nA 



n 



ist. In der That, leugnet man dies, so ist mU kleiner oder 
gröfser als nÄ. Es sei mU kleiner als nÄ und es sei A ihre 
Differenz, also mU -\- A = nÄ. Dann giebt es (Annahme 4) 
eine Zahl Jc^ sodals kA> U ist. Man multipliziere die letzte 
Gleichung mit Ä, dann erhält man JcmU -\- JcA = knÄ und 
daher (km + 1) i7< knÄ, Diese Ungleichung ist aber absurd; 

denn es ist — , *" = (-7— jrröfser als — = a und daher 

mufs wie oben bewiesen ist (km -\- 1) U>knÄ sein. Also 

kann mU nicht kleiner als nÄ sein. In ähnlicher Weise 

zeigt man, dafs mU nicht gröfser sein kann als nÄ. Also 

schliefst man: 

mU= nÄ. 

Daher wird, wenn man U w-mal und Ä n-mal wieder- 
holt, die Gröfse mU gröfser, gleich oder kleiner als nÄj 

jenachdem — gröfser, gleich oder kleiner als a ist; es ist 

also a die Zahl, welche Ä mifst. 

195. Ebener Flächeninlialt. — Es sei y = f(x) die Glei- 
chung einer auf senkrechte Cartesische Achsen bezogenen 

Kurve. Man nehme an, dafs f(x) 
positiv und stetig in dem Inter- 
valle von a bis b und dafs a < 6 
ist. Den Abscissen 0Ä'= a und 
OB'=h mögen die Ordinaten Ä'Ä 
und B'B entsprechen. Ich behaupte, 
dafs der ebene Flächeninhalt, der 
von der Kurve ÄBy den Ordinaten 
ÄÄ\ BB\ und von der rc-Achse 
begrenzt ist, durch das Integral 



Flg. 6. 




if(x)dx gemessen wird. 



In der That, man teile die Strecke Ä'B' m einzelne Teile 
und zeichne in den Teilpunkten die Ordinaten, sodafs der 
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gegebene Flächenmhalt in einzelne Teile geteilt wird. Es sei 
TQT'Q' einer von diesen und man konstruiere die beiden 
Rechtecke, deren Basis T'Q' und deren Höhe die gröfste und 
kleinste' Ordinate der Punkte des Bogens TQ ist; dasselbe 
Verfahren fähre man für alle Teile aus, in die man die ge^ 
gebene Fläche geteilt hat; dann ist diese kleiner als die Summe 
der ersten Rechtecke und gröfser als die Summe der zweiten, 
nach welchem Gesetze man auch A' B' teilt. 

Nennt man nun Xq = a, x^, ^2; * ' * ^n— i; Xn = b die 
Abscissen der Teilpunkte von A'B' und l(cc, ß) und A(a, ß) 
den gröfsten und kleinsten Wert von f(x) in dem Intervalle 
(a, /3), so wird die Summe der ersten Rechtecke durch die 
Zahl gemessen: 

Si =^{Xr+l — Xr) l(Xry Xr+l) 

und die der zweiten durch 

b 

und es giebt eine einzige Zahl l f{x)dXj die kleiner ist als 

a 

alle möglichen Werte von s^ und gröfser als alle s^. 

b 

Also ist lf{x) dx die Zahl, welche den gegebenen Plächen- 

a 

Inhalt mifst. 

196. Volninen. Gegeben sei irgend ein Körper und man 
suche sein Volumen F. Man zeichne eine Achse OX und 
denke sich ein System von zu OX senkrechten Ebenen, welche 
OX in Punkten treffen mit den Abscissen 

und welche den Körper in Teile zerlegen. Man nehme an, 
dafs der gegebene Körper zwischen den Ebenen x = a und 
X = h enthalten ist. 

Es sei f(x) der Flächeninhalt des Schnittes, welchen die 
Ebene mit der Abscisse x in dem Körper hervorbringt. 

Wir wollen f(x) als stetig voraussetzen. 

Man nehme an, dafs man erkannt habe, dafs das Vo- 
lumen, welches von zwei parallelen Ebenen begrenzt ist, 
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zwischen den Yolmninibas zweier Gylinder enthalten isty deren 
Hohe die Entfernung der beiden Ebenen ist und deren Basen 
beziehungsweise der grö&te und kleinste Flächeninhalt des 
Schnittes sind^ den eine zu den beiden Ebenen parallele und 
zwischen ihnen enthaltene Ebene in dem Körper hervorrua 
In den gewöhnlichen Fällen ist die Richtigkeit hiervon leicht 
zu erkennen^ in allen Fällen könnte man dies als Postulat 
aufstellen. 

Alsdann ist das gegebene Volumen kleiner als die Summe 
von gewissen Cylindem, die durch 5i = £(xr-^i — Xr) l {Xry a?r-f i) 
gemessen wird, und gröfeer als die Summe von anderen Cylin- 
dem, die durch 8^ = S{Xr-\-i — ^r) ^{Xr, a?r-f i) gemessen wird. 

h 

Es existiert aber nur eine einzige Zahl f f(x)dXy die 

a 

kleiner ist als alle Werte von % und gröfser als die Werte 

b 

von Sg. Folglich mifst j f{x)dx das gegebene Volumen. 

a 

197. Bogenlänge einer ebenen Kurve. Es sei y=:f(x) 
die Gleichung einer Kurve AB in rechtwinkligen Cartesischen 
Koordinaten. Man setze voraus, dafs die Funktion f(x) eine 
stetige Ableitung f(x) in dem Intervalle besitzt und dafs in 
ihm f(x) immer wächst oder immer abnimmt oder wenigstens, 
dafs man das Intervall (a, b) in Teilintervalle zerlegen kann, 
in deren jedem f(x) immer wächst oder immer abnimmt. 

Wir nehmen die zwei Postulate (Archimedes, nsQl 6q>alQag 
xal xvkivSQOv^ A, Xa(iß. a und /3') zu Hülfe: 

1) Ton allen begrenzten Linien ist die Gerade die hürzeste. 

2) Bei allen begrenzten ebenen Linien, die nach, derselben 
Seite zu Jconvex sind, ist die eingeschlossene Meiner als die ein- 
schliefsende. 

Man setze Fix) = yi -f- /^(^)^ also gleich dem reziproken 
Cosinus des Winkels, welchen die Tangente des Kurvenpunktes, 
dessen Abscisse x ist, mit der Achse OX büdet. Es sei (a, /3) ein 
Teilintervall von (a, 6) und es sei TQ der zugehörige Kurven- 
bogen. Alsdann ist der Bogen FQ zwischen zwei Gröfsen 
enthalten, die durch die Zahlen 

(/3 — ä) ? (a, ß) und {ß — a) l (a, ß) 



Bestiinmte Integrale. 



279 



fig. 7. 



gemessen werden, wo l (cc^ ß) und X (a, ß) die obere mid imtere 
Grenze der Werte von F(x) in dem Intervalle (a, ß) be- 
zeichnen. In der That, der. Bogen PQ ist gröfser als seine 

* 

Sehne (Postulat 1). Diese wird aber gemessen durch 

Viß - «)* + im-m? = (^ - a) "|/i + (^^f^f- 

^(ß-a) i/rqrr (^ - (/j - «) F{x,y, 

wo x^ zwischen a und ß enthalten ist. Dieser Ausdruck ist 
grSfser als (ß — a) A (a, ß). 

Wenn femer in dem IntervaBe (a, /3), f'(x) immer wächst 
oder immer abnimmt, so ist der Bogen PQ immer nach der- 
selben Seite der Ebene konvex. 
Zeichnet man daher die Tangen- 
ten in P und Q an die Kurve, 
80 treffen sich diese in einem 
Pimkte My dessen Abseisse y 
zwischen a und ß enthalten ist 
und es wird nach dem zweiten 
Postulate: Bogen PQ<PM+MQ, 
Die Linie PMQ wird aber durch 
(y - a) F(a) + (ß-y) F(ß) ge- 
messen und, da F{a) und F{ß) 
kleiner sind als ?(a, ß\ so schliefst 

man, dafs der Bogen PQ kleiner ist als die durch (ß — a) l{aj ß) 
gemessene Länge. 

Wenn in dem Intervalle (a, jS), f{x) nicht immer in dem- 
selben Sinne variiert, so kann man nach den gemachten An- 
nahmen dieses Intervall in andere zerlegen, z. B. (a, y), (y, d\ 
(8, ß), in deren jedem f(x) in demselben Sinne variiert. Daher 
wird der Bogen PQ kleiner als die Länge 

(y- a) 7(«, y) + (<J-y) l{r, S) + iß-S) 1(3, ß)<(ß-u) l(a, ß) 

wie vorher. 

Dies vorausgeschickt, teile man das gegebene Intervall in 
Teile und wende auf jeden von ihnen die vorigen Ungleichungen 
an, dann wird der Bogen AB kleiner als das System der 
Längen, welche durch die Zahlen Si = 2J(Xr-{.i — Xr)l(Xr,Xr+i) 
gemessen werden und gröfser als die Längen, die durch die 
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Zahlen s^ = 2J(xr-{.i — oDr) A (xry ^r+i) gemesBen werden. Es 
giebt aber nur eine einzige Zahl 

b b 

Jf{x) dx ^Jyr+f(xf dx , 



a a 



die kleiner ist als alle Werte von s^ und gröfser als die Werte 
Ton s^] also mifst dies Integral den Bogen AB, 

Man sieht aus diesen Betrachtungen^ wie man zu der Er- 
kenntnis gelangen kann, dafs eine bestimmte Zahl eine gegebene 
Gröfse mifst^ ohne dafs man neue Definitionen zu Hülfe nehmen 
müfste^ die willkürlich sind oder doch so erscheinen. Wir sind 
vielmehr von den in der Anschauung unmittelbar gegebenen 
Begriffen der geometrischen GrÖfsen ausgegangen und haben 
diese nur durch die einfachsten Postulate vervollständigt, die 
bereits von den alten Geometem zugelassen wurden. 

Diese Schlufsweise, welche von Archimedes herrührt, kann 
man auch auf andere geometrische Gröfsen anwenden. Man 
erkennt aber leicht, dafs man sie nicht auf alle geometrischen 
Gröfsen anwenden kann, wenigstens nicht ohne neue Postulate 
einzuführen, die nicht allgemein zugelassen sind. 

§ 3. Bereohnung der bestiniinten Integrale. 

198. Nach der Definition, die wir von einem bestimmten 
Integrale gegeben haben, erhält man seinen Wert mit Leichtig- 
keit, sobald man das unbestimmte Integral kennt. Man kann 
die Rechnung jedoch einfacher gestalten, wenn man direkt auf 
das bestinmite Integral die Integrationsmethoden anwendet, 
deren wir uns für die unbestimmten Integrale bedient haben. 

So fanden wir, dafs durch die Substitution x === q){t): 



ff(x)dx=ff\sp(t)]<p'{t)dt 



wird. Diese Gleichung bedeutet, dafs nach Berechnung des 
unbestimmten Integrales von f(x)dx: 

F{x) =ff{x) dx 
und durch die Substitution x =^ (p(t) die Funktion F{q){t)} 
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ein Integral des Gliedes auf der rechten Seite wird. Nimmt 
man jetzt auf der rechten Seite das Integral bestimmt zwischen 
den Grenzen t^ und t^, so erhalt man: 

Setzt man g)(t^ = Xq und g>{tj) = x^y so hat das Glied auf 
der linken Seite den Wert 



F(x,) — I{x^) =ff(x) dx, 



also wird: 



«0 



«1 h 

ff{x)dx=ff[<pit)]ip'{t)dt. 



n 
T 

Beispiele, Setzt man in / sm"'xdXy x = ^ — ^) ^^ 
erhält man: ® 

siax = cos iSf dx = — dis. 

X nimmt die Werte und — an, wenn man jgr = — und 
setzt, also wird: 

n 

T 

/ sin"»a? dx = — / cos*"^ dz, 

n 

Vertauscht man in dem Gliede auf der rechten Seite die 
Grenzen und den Buchstaben z mit x^ so kommt: 

n n 

1 Y 



1 ^vDp^xdx = I GOQ^xdx. 







7t 

/x fiin nr 

7-i f- dx. Hier kennt 
1 + cos* X 

ü 

man das unbestimmte Integral nicht. Man erhält: 
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/' XBmx j i x&iax , , f xsmx , 

1 + coa««; ^""-J 1 + cos*«. '^^ + J 1 + cos*^ ^^- 

Ä 

2 

In dem zweiten Gliede auf der rechten Seite mache man die 
Substitution x = % — z\^ dann wird sin x = sin Zy cos x = — cos Zy 

äx = — de und für ä? = ^ ^^^ ^ = V; ^ a? =« 3t wird 
jer = 0. Man erhält also: 

n 
n T 

/rcsina; , /*(« — 0)8in«f , /*(« — z)b\xlz ^ 
l+C0S*a5 J 1 4-^08*5? J 1 +COB*;Ef 

2 y 

Dieser Ausdruck spaltet sich in die Summe: 

n n 

~% T 

f* Bmz j r zame , 

^ 1 + cos* Z t/ 1 + cos* Äf 



XT * , f* Biazdz f* dcosz , 

-Nun ist I T— ; =— = — I T— i j- = — arc tancr cos z 

und daher wird: 

7t 

y 

/ Bin z dz , n . . a « 

1 ^ cos* g "" ~" ^^® *^8 ^^® Y + ^^^ *^^& COS :^ ~ . 
u 

Setzt man diese Werte in das gesuchte Integral ein und 
beachtet, dafs 

2 T 

/ZBmz j C xBuax , 
— — dz = I :r-i «- dx 
1 + COS*« J 1-^C0B*X 



ist^ so erhält man endlich: 



7t 



f 

^ 1 + cos*aj 4 





XBUiX j TT* 

dx = -r- 



199. Die Regel der teüweisen Integration und einige 
der gefundenen ßeduktionsformeln führen auf Formeln von 
dem Typus: 
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Setzt man F{pS) = rf{x)dx, W(x) = /^^(ir)da?, so wird 

F(x) = (p(x)± W(x), 
Setzt man dieser Formel erst x = x^^ dann x = x^ und 
subtrahiert, so erhält man: 

Fix^) - F(x,) = q,(x,) - <pix,) ± [W(x,) - Wix,)-] 

f(x) dx = q>{x^ — 9(^1) ib / ^(^) ^^- 

um also ein bestimmtes Integral teilweise zu integrieren braucht 
man nur die DiflFerenz der Werte zu büden, welche der inte- 
grierte Teil an den Grenzen annimmt und das neue Integral 
zwischen denselben Grenzen zu nehmen. 

7t 

Man suche z. B. j^m^xdx für ganze, positive m. Wir 


haben die Formel gefunden [Nr. 185 (6)]: 

/• «. ji • cos X sin"*"" ^ X , m — 1|«^ o -r 
^voJ^xdx = f mn^~'^ xdx, 
m ^ m J 

Wendet man daher die vorige Regel an, so erhält man, wenn 

m > 1 ist: 



T 2 



/ Bin^xdx = ^ / sin"*— ^a: da;. 





Ahnlich findet man: 

7t 7t 

1 T 

/ sin"*— ^o; dx = ^~^ / sin"*—* xdx 


Wendet man so mehrere Male dieselbe Formel an, so konamt 
man för gerades m = 2n auf: 

... 

Y 

n 







dx= 2 
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und daher wird: 



ß 



2n— 1 2n — 3 1 it 



w^^xdx == 



2n 2n — 2 2 2 



Ist dagegen m ungerade, m = 2n+ 1? so kommt man 
schliefslich auf die Integrale: 



n n 

T T 



/ sin^a: dx = -^ 1 Binx dx, 





n 

T 



und daher wird: 



I sinxdx = 1 









7t 

T 

2n 2w— 2 2 



sin2«+ia:da; = g^r+T * 2;r=rT * ' ' 



200. Aus den vorigen Formeln können wir einen Aus- 
druck für % unter der Form eines unendlichen Produktes ab- 

leiten. In der That, für ^ rr ^ -g- ist: 

^ sin ic ^ 1 
und daher wird: 

sin^?*»+^a; ^ sin^** x ^ sin*"~"^a: 
und also 

7t 7t It 

T TT 

/ sin^"+^ xdx < I sin^" xdx <i j sin^ """^ a? da?. 



Setzt man für die Integrale ihre Werte ein und vertauscht 
die Ordnung der Faktoren, so wird: 

^ _4^ 6 . 2n — 2 2w •n J_ A A 2w — 3 2w — 1 

T" T 'T'*' 2n — 1 ' 2w+l ^Y * Y ' T'T **' 2w— 2 ' 2w 

2 4 2w— 2 



< 



oder: 



3 6 2n~l 
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2_ 
T 



2^ 



_4 
3 



_4 
6 



6_ 



7 



2n 2n Tt 

2n — 1 * 2n + l ^ Y ^ 



^ A A A 
"^1*3*3 



_4 
6 



2n — 2 



2n 



2n — 1 2n— 1 



Hieraus folgt: 






2^ 

T 



2^ 

Y 



3 



6 



2n— 2 2n — e 



2n— 1 ' 



2n — 1 

WO eine Zahl zwischen und 1 ist. 

Man lasse in dieser Formel n unbegrenzt wachsen; dann 

konvergiert der letzte Faktor _ gegen die Einheit^ 
äIso wird: 

^ A _?- A A 

2 T'Y'Y* 5 "• 

Diese Formel verdankt man Wallis. 



§ 4. Bestiminte Integrale mit unendlichen Grenzen, 

oder Bolohe, in denen die zu integrierende Funktion innerhalb 

der Integrationsgrenzen unendlich wird. 

b 

201. Bei der Definition von ffix) dx wurde vorausgesetzt^ 



a 



dafs die Grenzen a und h endliche Zahlen sind und dals auch 
die Funktion f{x) in dem IntegrationsintervaUe bestimmt und 
endlich ist. Bei passenden Verabredungen können wir jedoch 
demselben Symbol auch dann eine Bedeutung unterlegen, wenn 
<iiese Bedingungen nicht erfüllt sind. 
Unter den Schreibweisen 



a 



QO 



OO 



wollen wir die Grenzwerte verstehen, denen, falls sie vorhanden 

b 

sind, f f(po) dx zustrebt, wenn beziehungsweise b gegen + oo, 

a 

a gegen — oo oder b gegen + ^^ ^^^ ^ gegen — <x> kon- 
vergiert. 

Q» 

Man suche z. B. fe~^^dx. Man hat: 
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b 



1 - e-** 



Läfst man h positiv unendKch werden, so wird für Ä>0^ 
lim e""** = und daher wird: 



GD h 



J 6 = 00 €/ 

& 
Ist dagegen Ä<0, so wächst \fe-^'dx | mit w»d«ea- 





00 



dem h selbst unbegrenzt und daher hat dann/r-*«rfa; keinen 
endlichen Grenzwert. ^ 



Man hat: 



und daher 



I sin X dx = — cos x -^ C 

b 

I Binxdx = — cos b + cos a. 



Läfst man hierin b unendlich werden, so schwankt — cos b 
zwischen — 1 und -f- 1, ohne einen bestimmten Grenzwert zu 
erhalt^i; daher hat der Ausdruck 



/• 



sin xdx 



überhaupt keinen Sinn. 

Dasselbe gilt, wenn man die untere Grenze oder beide 
Grenzen unendlich werden lafst. 

Man betrachte noch 



f 



jrj^p^ = -^ arc tang ^ + O. 



Wir können Ä > annehmen; denn in dem Differentiale 
kommt nur das Quadrat von h vor und nach den getroffenen 

Verabredungen können wir arc tang -r- als zwischen — -^ und 
+ -ö" enthalten ansehen. Man erhält: 



f> 
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b 

dx 1 . h 





Läfst man h unendlich werden^ so hat man: 



L 



00 

dx n 



Ä« + a?» 2Ä 



Man hat auch: 

r dx l.ftl.a 

J Sr+ii = T *^« *»"« T - X "« *"°« T 

a 

und wenn man 6 gegen + cx>, a gegen — oo konvergieren 
TaCst, so erhält man: 



r dx n 

J h* + x* ~T 



In Nr. 188 fanden wir: 






^-az 



e~^^ cos hxdx = , . ,, (a cos &ä; — fe sin ferr), 



e-«* 



er-«* sin hxdx = , , ,, (ä sin hx -{-i cos 6ä;). 

Daher schliefst man, wenn a > ist: 

Je-«*cos&a;da; = ^^-~-^, Je-^^smixdx = -^^f^' 



202. Kennt man yon dem gegebenen Differentiale daB 
unbestimmte Integral, so erkennt man aus der Formel: 

b 

ff(x) dx -= F(h) — F(a) 

a 

häufig sehr leicht, ob das vorgelegte Integral mit unbegrenzt 
wachsendem b oder a oder b und a gegen einen endlichen 
Grenzwert konvergiert und ob daher die gegebene Funktion 
zwischen unendlichen Grenzen integrierbar ist. 

Andrerseits sind die folgenden Kriterien von Nutzen, welche 
allein durch die Untersuchung des Differentiales erkennen 
lassen, ob das Integral zwischen unendlichen Grenzen existiert. 
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8at0. Behalt die Funktion f(x) von einem bestimmten 
Werte von x cm ein festes Zeichen, so ist rf{x)dx unendlich, 

a 

wenn das Produkt xf(x) von einem bestimmten Werte von x cm 
absolut größer als eine endliche von nvU verschiedene Zahl bleibt 



OD 



Dasselbe Integral jf(x)dx ist endlich, wenn das Produkt 

a 

a?^+*/*(ir), wo n eine positive Zahl ist, von einem bestimmten 
Werte von x cm absolut kleiner als eine endliche Zahl bleibt 

In der That, ist X ein Wert von x, von welchem an die 
Voraussetzungen des Satzes erfüllt sind^ so hat man: 

b X b 

1 f(x) dx = I f(x) dx -\- 1 f(x) dx. 

a a X 

Das erste Integral auf der rechten Seite ist endlich und 
von b unabhängig; man braucht also nur das zweite zu be- 
trachten. 

Ist z. B. f(x) positiv und xf{x) > A, wo A eine von 
null verschiedene Zahl ist, so wird f{x) > — und daher 

b b 

1 f(x) dx> I — dx. Dieses Integral hat den Wert A log -^ 

X X 

und konvergiert mit unbegrenzt wachsendem b gegen oo. Also 

b 

wächst auch 1 f(x)dx mit unbegrenzt wachsendem b unbegrenzt. 

a 

Man nehme jetzt an, dafs f&r aUe Werte von a? > X, 

x^-^^f{x) < A sei, wo » > ist. Dann wird f{x) < -j^r^ und för 

ff. • 



X 
b 



hinreichend grofse X und b j f(x) dx <. — ( -\ < -^ • 

X 

b 

Wächst daher b unbegrenzt, so wächst auch //*(a;)(iir beständig, 

X 

denn seine Ableitung ist positiv; aber es bleibt immer kleiner 
als eine endliche Zahl. Daher konvergiert es gegen einen end- 
lichen Grenzwert und dasselbe gilt für das vorgelegte Integral. 
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Eorollar. Behalt f{x) von einem bestimmten Werte von x 
an immer dasselbe Zeichen, so wird jf(x)dx mit b tmendUd^, 

a 

wenn bei mibegrenzt wachsendem x, lim xf(x) endlich und nicht 
nuH oder wnendlich wird. Dasselbe Integral ist bestimmt tmd 
endlich, wenn a?^+«/*(a;), wo w > 0, mit wachsendem x gegen 
einen endlichen Grensswert einschliefslich der NuU konvergiert. 

Wenn die Punktion von einer bestimmten Stelle immer 
wieder das Zeichen wechselt^ so kann man das Kriterium an- 
wenden: 



00 



jf(x)dx hat einen bestimmten endlichen Wert, wenn 



a 

00 



/ I fip^) I ^^ endlich ist. 



a 



In der That, konvergiert f \fi^)\dx bei unbegrenzt 

a 

wachsendem b gegen einen endlichen Grenzwert, so giebt es zu 
einem willkürlich fixierten positiven Werte e einen Wert von b, 
etwa b = B, so dafs: 

b' b b' 

j\ f(x) \dx— f\ f(x) \dx = j\ f(x) \dx<£ 

a a b 

wird, wenn b und V zwei Zahlen gröfser als B sind (Nr. 15). 
Da aber | f{x) \ ^ f{x) ^ — | f{x) \ ist, so wird: 
b' b' b' 

j\ fix) I dx > jf{x) dx> — j\ f{x) I dx. 

b b b 

Man kann also zu einem willkürlich fixierten a einen 
Wert B von b bestimmen, so dafs die Differenz zwischen zwei 

b 

Werten, die f f(x)dx annimmt, wenn man b irgend zwei 

a 

Werte b und V gröfser als B erteilt, absolut kleiner als a 

b 

wird; das heilst / f(x) dx konvergiert mit unbegrenzt wachsen- 

a 

dem b gegen einen Grenzwert. 

Genoochi-Peano, Diff.- u. Integral-Bechnung. 19 
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203. Wird die Funktion f{x) für a; = & unendlich^ so 

h 

versteht man unter j f{x)dx den Gfrenzwert — falls er 



6— • 



existiert — , gegen welchen / f{x) dx konvergiert, wenn e null 

a 

wird; dabei bedeutet h — e eine zwischen a und h enthaltene 
Zahl. Wird f{po) unendlich für x = a^ so definiert man: 

b b 

I f(x) dx = lim ff(x) dx, 

WO a + 6 zwischen a und h enthalten ist. Wird f{x) unend- 
lich an einer Stelle c zwischen a und h, so setzt man: 

b G — • b 

I f(x) dx == lim / f(x) dx + lim / f(x) dx. 

Ähnliche Definitionen stellt man auf, wenn f{x) an mehreren 

Stellen, die dem Intervalle (a, 6) angehören, unendlich wird. 

1 

Beispiele, 1) Man sucht 1 . ^ , wo die zu inte- 

J y 1 — Ä» 



grierende Punktion an der oberen Grenze unendlich wird. 
Man hat: 

X 

dx 







= arc sm x. 



Lälst man x gegen 1 konvergieren, so konvergiert die rechte 



Seite gegen — ; daher wird: 



1 

/^ dx n 





1 

2) Man hat ^^ = 2}^, f^=^2 — 2yi] 



läfst 



man £ null werden, so kommt: 

1 







'*i: = 2. 



daher: 
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1 
3) Man hat 1 — = log x, also / — = — log s und 



1 1 

J X «=0j X 

e 



4) Man sucht / — • Nach der Definition ist dies gleich 

—1 

— + / — ; "^o « ^nd a' gegen null 




/dx 1* 1 b' 
— = hmlog- 



Läfst man € und £' unabhängig von einander gegen nuU kon- 
vergieren, so konvergiert die rechte Seite überhaupt nicht gegen 

einen Grenzwert. Daher ist 1 — nicht bestimmt. 

J « 
—1 

204. Wenn man, wie in den vorhergehenden Beispielen, 
von dem gegebenen Differentiale das unbestimmte Integral 
kennt, so ist es unter Zuhülfenahme der Formel: 

}(ir) d{x) = F(b — s) — F(a) 



ß 



oft leicht die Existenz oder Nichtexistenz des Grenzwertes zu 
erkennen, wenn man s gegen null konvergieren läfst. 

Manchmal kann man durch eine passende Wahl der Ver- 
änderlichen das gegebene Differential in ein anderes transfor- 
mieren, welches in den Integrationsgrenzen endlich bleibt. 
WUl man zum Beispiel die Existenz von 







^'^ =, (F<i), 



19 
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erkennen, wo das Differential an der oberen Grenze unendlich 
wird, so setze man rr = sin 9), dann hat man 

/[ dx r dtp 

y(l — x*)(l- k'x*) ~J yi — k* sin» q> ' 


LäXst man jetzt 9) gegen ^ ^^^ daher x gegen 1 konver- 
gieren, so bleibt die zu integrierende Funktion endlich und 
daher konvergiert auch das Integral auf der linken Seite gegen 
einen Grenzwert. 

Aber man kann in einer grofsen Zahl von Fällen aus der 
blofsen Prüfung des Differentiales die Existenz des Integrales 
erkennen, indem man sich der folgenden Sätze bedient. 

Sat0, Wird f(x) für x = h unendlich tmd behalt es in 

b 

der ümgebtmg von x = b ein konstantes Zeichen^ so ist f f(x) dx 

a 

tmencUich, wenn in jener Umgebung das Produkt (b — x) f{x) 
absolut gröfser als eine feste, von nuU verschiedene Zahl bleibt 
Bleibt dagegen in jener Umgebung das Produkt (b — xy f(x), 
wo w < 1 ist, absolut kleiner als eine feste Zahl, so hat 

j f{x)dx einen bestimmten endlichen Wert, 

a 

In der That, man nehme an, dafs die ausgesprochenen 
Bedingungen in dem ganzen Intervalle (a, b) erfüllt sind; 
würde dies nämlich nicht der FaU sein, so brauchte man nur 
das Integral in zwei andere zu zerlegen. Setzt man femer 
der Einfachheit halber a < & und 

f{x)>0, \(b-x)fix)\>Ä 
voraus, so wird 

und daher: 



ß 



6—« 

f(x) dx> A [log (6 — d) — log a]. 



Läfst man b null werden, so wächst die rechte Seite unbegrenzt 
und dasselbe gilt daher auch für das Integral auf der linken Seite. 
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Ist andrerseits (6 — xY f(x) < A und w < 1, so wird unter 

und 

h — « 6 — e 



a a 






Konvergiert daher £ gegen null^ so wächst j f{x)dx be- 

a 

ständig; denn seine Ableitung ist positiv^ es wächst aber nicht 
unbegrenzt und daher konvergiert es gegen einen Grenzwert 

und es existiert 

b 

f(x) dx. 



f< 



Eorollar. Wird f{x) fü/r x^=b imendlich und hat (b — x) f{x) 
für X =ib einen endlichen von nuU verschiedenen Grenzwert, 
oder a/uch einen unendlichen Grenzwert mit bestimmtem Zeichen, 

b 

SO ist ff(x) dx unendlich. Hat hingegen das Produkt (b — xy f(x\ 

a 

WO n <,1 ist, einen endlichen Grenzwert einschliefslich der Null, 
b 

so ist j f(x) dx bestimmt und endlich. 



Eorollar. / f(x) dx ist bestimmt und endlich, wenn dies von 

a 

b 

f{x) I dx 



J 



gilt 



§ 5. Bereohnung einiger bestimmter Integrale. 

205. Man betrachte das Integral: 

1 

(1) B(ß,q)=fxP-'{l-xy-'dx, (p>0, 2>0), 
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welches das Eulersche Integral erster Art heilst. Es hat einen 
endlichen Wert, wenn p und q positiv sind. In der That, die zu 
integrierende Funktion ist endlich fiir alle Werte x im Inneren des 
Intervalles (0, 1) und sie kann nur an den Grenzen des Inter- 
yalles unendlich werden, falls p und q kleiner als 1 sind. Da 
aber x^-p • x^-^ (1 — 3?)«-^ und (1 —xy-^ • xp-^ (1 — ä;)«-^ 
an der Stelle x = bezw. x = 1 den Grenzwert 1 haben, so 
schUefst man, dafs das Integral immer endlich ist. 

Die Gleichung (1) definiert daher eine Funktion JB(jp, q) 
von zwei Veränderlichen för alle positiven Werte von p und q. 
Diese Funktion erfreut sich bemerkenswerter Eigenschaften. 

Man setze in (1) x = 1 — 0] dann erhalt man: 

1 

B(p, q) = -f(l—0)P-^z9-^d0=f(l—z)P-^z9- 



oder: 

(2) Bip, q) ^ Biq, p)', 

das heilst die Funktion B(p, q) ist eine symmetrische Funk- 
tion der beiden Veränderlichen. 

Die teilweise Integration ergiebt: 

fxp-\i—xy-''dx=-(i—xy-^+^^^^fxp(i—xy-^dx. 

Setzt man die Grenzen ein, so erhält man, wenn ? > 1 ist: 
1 1 

jxP-^il — xy-^dx = ^-=li /äj^(1 — xy-^dx. 



Benutzt man in dem Integrale rechter Hand die Identität: 

xP = xP-^ — xP-^ (1 — x), 

so erhält man nach einigen Reduktionen [vergl. auch Nr. 180,(5)]: 
1 1 

A;P-i(l _ xy-^dx = _^""^^ fxP-'^il — xy-^dx 

oder: 

(3) B(p, q) = ^i^ B(p, q - 1). 
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Wendet man dieses Verfahren mehrmals an und sub- 
trahiert^ so lange q> 1 ist, jedes Mal eine Einheit, so kommt 
man auf ein Integral zurück, in welchem 2^1 ist. Wir 
kommen auf $ = 1, wenn q ganz war und da 

1 



ist, so schliefst man, wenn q ganz ist: 

y±j -o\J>yy.) p^^_i ^_|_2._2 jp + 1 p 

Eine ähnliche Formel würde man erhalten, wenn p ganz ist. 
Sind p und q beide ganz, so kann man die letzU Formel 
schreiben: 

206. Die Funktion JB(jp, q) kann man für alle Werte 
^, g in ein unendliches Produkt entwickeln. In der That, löst 
man die Formel (3) nach dem Integral auf der rechten Seite 
auf und vermehrt q um eine Einheit, so erhält man: 

und durch mehrmalige Anwendung dieser selben Formel er- 
hält man: 

Es sei n eine ganze Zahl, die so beschaffen ist, da(s 
M < g ^ w + 1 wird. Da bei Vergrölserung von q sich JB(p, q) 
verkleinert, so folgt: 

B{p,n + lc + \)> B{p, q + Tt + \)> B{jß, n + li + 2) 
oder 
B(|,,«+ä+1)>B(i,,2+ä+1)>^5±|±1j50,«+ä:+1). 

»e^ Faktor /^^Vk + i ^^ «^^^*^ ^- p + n% + 
daraus folgt, dafs es eine Zahl zwischen] imd 1 giebt, 
far welche 

B(j^,q + h+l)==={l-j^^^^Bijp,n + lc+\) 

wird. 
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Setzt man unter Berücksichtigung dieser Relation fOr das 
B auf der rechten Seite von (5) seinen Wert aus (4), so er- 
hält man: 

7?/^ ^\_ (l> + g)(l> + g+^) ••• (P+g + fc) 

' P(P + 1) • • • (JP + w + fc) \ p + n + k + l)' 

Dies kann man auch schreiben: 

7j/„ ^N 1 • 2. • fc (j> + g) (p + g+ 1) ••(!> + g + fc) 
-O^Py ?;= p(p + l)-..{p + k)q{q + l)--^(q + k) 

(jk + 1) ••' (k + n) (^ Qp 






Man lasse hierin Ä = cx) werden. Dann wird der zweite 
Paktor 1 und daher hat der erste Faktor zum Grenzwert 
B{py q) oder es ist: 

/ßN jyr^ „\ _ i,-^ ^i (P + g) (P + q+ 1) •'• (jP + g + fe) 
W ^U^^«;— ,^™p(p + i)...(p + ä:) 2(3 + 1)... (g + Ä) 

oder auch: 

JB(i>, q) = 

Pa V (1>+I)(g+1)A^ (j,+2)(q+2)jV (p+S){q+B)J ' 

Diese Formel gilt für alle positiven Werte von p und g; 
Das Produkt auf der rechten Seite konvergiert jedoch für jedes 
Wertepaar p und q, wenn man nur negative ganze Zahlen und 
die Null ausschliefst. 

Die Funktion B kann man auf eine andere Form bringen^ 
wenn man eine andere Veränderliche in (1) einführt. Setzt 

man x = r-i — und schreibt dann für wieder x. so er- 
hält man: 

00 

(7) Bis. i) =AtS^ '^- 







Vertauscht man in der Formel (1), x mit sin* x^ so erhalt man: 



n 
Y 



(8) B{p, q) = 2 ßin^P-^xco8^9-^xdx. 
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Setzt man hierin i> = y; 2 = "ö"» ®^ findet man: 

(9) s(t' y) = «- 

Macht man in der Formel (6), i> = 2 = Y^ ®^ findet 
man die Formel von Wallis (Nr. 200). 
207. Das Integral 

(1) r (w) = / er-^x""-^ dx 



heifst das Eulersche Integral zweiter Art. Es hat einen end- 
lichen Wert, wenn w > ist. In der That, multipliziert man 
die zu integrierende Funktion mit irgend einer Potenz von x^ 
so hat das Produkt den Grenzwert null, wenn x unbegrenzt 
wächst. Es kann imendlich werden fiir o; = 0, wenn w < 1 
ist; da aber x^—"^ * er'x^^^ für a? = den Grenzwert 1 hat, 
so schliefst man, dafs das Integral endlich ist. 

Die Funktion V{n) erfreut sich bemerkenswerter Eigen- 
schaften. Man erhält durch teilweise Integration 

/ er-'^x^'-'^dx = — c^^a;'»-"^ + (w — 1) / e-*ic"-^rfa;. 

Setzt man die Grenzen ein, so wird für » > 1 : 





00 00 

/ €--*ä;"""^ dx= (n — 1) / 6^*a:«""* dx 


oder: 





(2) 


r(w) — (» 1) r(» 1). 



Diese Formel gestattet den Wert von w, wenn er gröfser als 1 
war, auf einen Wert zwischen und 1 zurückzufahren. Ist n 
ganz, so kommt man durch mehrmalige Anwendung derselben 
Formel auf das Integral: 

00 

dx 



und daher wird für ganzes n: 

(3) r(w) = (w — 1) (w — 2) . . . 2 . 1 = (w — 1)!. 



00 

r(i) = /V-* 
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208. Man kann die Funktion r(n) in ein unendliches 
Produkt entwickeln. Man setze dazu in (1) x = kz, wo Je eine 
willkürliche positive Zahl ist; dann wird: 



00 



(a) r(w) = ** / 6^**^-1 d0. 



Nun ist aber e* > 1 + jß? und daher e~** < r und: 

(1 + 0)* 



00 



00 1 



^^ J {i + zf 
Das Integral auf der rechten Seite reduziert sich auf die Funk- 
tionen JB, wenn man setzt z = t-HT ^^' ^^^ Formel 7) und 
es wird: 

00 1 

^ ' ^ 

also 

(b) r(w) < äj*jB(w, äj — w). 

Auf der anderen Seite hat man: 

00 1 



Da aber e~' > 1 — z ist, so hat man um so mehr: 

OD 1 

j^kM gn-^i^g >j(l — df^-^dz = Bin, Ä; + 1) 



und mithin wird: 

(c) r(w)>Ä«JB(w, Ä+ 1). 

Schreibt man andrerseits in (b) an Stelle von Tcy i + ^ + 1, 
so erhält man: 

r(t»)< (Ä + « + 1)«5(», Ä + 1) = Äf 5 (n, Ä + 1) . (l + ^)". 
Vergleicht man diese Formel mit der vorigen, so folgt: 

(d) r(n) = *-5(n, Ä; + 1) • (l + e ^)", 



Bestimmte Integrale. 299 

wo < < 1 ist. Man lasse in dieser Formel h unbegrenzt 
wachsen, dann erhält der Faktor des Gliedes auf der rechten 
Seite den Grenzwert 1 und daher wird: 

r(M) = HmÄ«JB(n, *+l). 

Nimmt man h als ganze Zahl an und setzt für B seinen 
bekannten Ausdruck, so folgt: 

r (») = lim h^ —. — , 'v ' — i-Tr • 

Vergleicht man diese Formel mit der Formel (6) der 
Nr. 206, welche die Entwickelung von JB(p, q) in ein unend- 
liches Produkt giebt, so schliefst man sofort, dafs die Funktion 
JB sich durch die Funktion f ausdrückt. In der That^ man hat: 

r(ü) = limÄ;^ —, — j-TT — . . ,, , r (g) = lim ifc^ -7 — r— r — , , .. , 

rr» + a) = lim ifc^+« 7 — i — 7-7 — i rr^ -. — ; r^^ 

und daher wird 

r(i?)r(g) _ ,. A;!(p + g)(j? + g + l)--(l> + g+fc) 
r(l>+«) P(i)+l)---(i> + A:)g(3+l)...(ff + Ä;) 

oder: 

Setzt man hierin i? = ff = -«"^ ®^ folgt: 

r(4)'-*(^,i)-'- 

also 

r(4) = v^. 

209. Man betrachte noch das Integral: 

00 



Setzt man x = yi, so hat man 



00 



oder: 
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'.^..^. 



Man hat: 

I €r'^dx = I er'^dx + 1 er-'^dx. 

OD QO 

Setzt man in dem ersten Integrale rechter Hand x = — je?, so 
wird es mit dem zweiten identisch und daher wird: 

>+- 



I' 



OD 



Das Integral 

I er'^'^dx, 



00 



in welchem a eine positive Konstante bedeutet^ kann man auf 

das vorhergehende durch die Substitution x Ya = zurück- 
fahren; daher wird: 






00 



w 

§ 6. BeüienentwiokeltiBg der bestimmten Integrale. 

210. Kann man die zu integrierende Funktion f(x) auf 
die Form bringen: 

WO Wq, % • • • stetige Funktionen von x sind, so erhält man: 



b b 



I f{x)dx = / %dx + \u^dx-\ \- j Un^idx -\- 1 Bndx. 



a 

b 



Man lasse hierin n unbegrenzt wachsen. Hat dann f Bndx 

a 

den Grenzwert nuU, so erschliefst man die Beihenentwickelung 
des Integrales: 

6 b b 

I f(x) dx = I %dx + I u^dx -\- ' " , 
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211. Man hat zum Beispiel: 

Daher erhält man nach Multipükation mit Ax und Integration 
zwischen and x: 



108(1+0.) = ^-^ + ^-... + ^+/^ 



Nun ist 



dx. 



X 



r^ ^^ ^ T+WiJ ^^^ = (n + l)(l + ea:)^ 
wo 6 eine Zahl zwischen und 1 ist. Hieraus erkennt 

X 

T— i — dx für n = oo den 



Grenzwert null hat und daher wird (Nr. 79): 



X' , aj" X' 



log(l+^) = :r-^ + ^-^ + ... (-Krr^ + l). 

Ist X nicht zwischen diesen Grenzen enthalten^ so diver- 
giert die Reihe auf der rechten Seite. 

212. Man hat: 

also wird nach Multiplikation mit dx und Integration zwischen 
und x: 



^8 ^6 «.7 ir^"""^ /* a»^** 



Das letzte Glied hat den Wert: 

X X 



^2«+l 



+ l)(l + ea;")^ 



wo 9 zwischen und 1 enthalten ist. Man sieht daher^ dafs 
für — 1 < a? ^ + 1 dieses Glied den Grenzwert null hat und 
erhäU (Nr. 82) 

arc tang x = x — ^ + ^ ^ -\ (— l<a:^+l). 
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213. Satz. Wenn man f(x) in eine Beihe entwickel/n hmn: 

die fü/r aUe in dem endlichen Intervalle {a, h) enthaltenen Werte 
von X honvergiert, tmd wenn diese Beihe in dem ganzen Inter- 
valle gleichmäfsig Jconvergierty so wird: 

b b b 

I f(x) dx == I u^dx -\- j u^dx -j- ' ' ' . 

a a a 

In der That^ konvergiert die Beihe gleichmäfsig in dem 
ganzen Intervalle, so heilst dies, man kann zu einer willkür- 
lich fixierten positiven Zahl c immer eine Zahl N finden, so 
dafs der Best der Beihe von einem bestimmten Gliede an, dessen 
Index gröfser als N ist, immer kleiner bleibt als a, welchen 
Wert auch x in dem IntervaUe (a, 6) annehmen möge. 

Nennt man daher Rn den Best der Beihe vom n + 1**" 
öliede an, so wird, wenn n^ N ist, | B» | < «. Daher kann 

b 

man \ j Rndx < « (6 — a) beliebig klein machen, wenn man 

a 

6 hinreichend klein wählt. 
Beispiele, 1) Man hat: 

¥" "^ ¥ • • 2T ' sT "■ ' " 

und die Beihe auf der rechten Seite konvergiert gleichmäfsig 
in jedem endlichen IntervaUe; denn ist a der gröfste abso- 
lute Wert, den x annimmt, so ist der Best der betrachteten 
Beihe vom n + l*®"" Gliede an absolut kleiner als der Best 



c« 



der entsprechenden Entwickelung von — , welche konvergiert. 
Daher wird: 



s 



b 

— log a. — a- 



a« a» 



22! 33! 

2) In ähnlicher Weise schliefst man aus der Beihe: 

O'IVk /*» /*»J <i»4 /*•* 

"^^^ ■■■ "öT 1 TT tT 1 * ' * ; 



X * 3! ' 6! 71 
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welche in jedem endlichen Intervalle gleichmä&ig konvergiert: 



X 



f 



emx ■, x^ , x^ X' 



dX — X— ^-r^ + ^-^ — ^-yr + 



X — 83! '66! 7-7! 



3) Durch dasselbe Verfahren erhält man: 

b 



f 



dx = logb — ^^^ + 



X ^ 2 . 2 ! • 4 . 4 ! 

X 



4) Man sucht das Integral /e-a^—rfa.. Man hat: 





^ = n-fi + yr + 



X . 05* 



9 



0^ X^"^^ 
6*a?"-^ = X^-^ + TT H 51 1 • 

und diese Reihe konvergiert, wenn n^l, gleichmäfsig in 
jedem endlichen Intervalle. Also wird: 

ef'xi^-^ dx = 1- "777 — TTv + im — nsN H • 

n ' 1 ! (n -j- 1) 2 ! (n + 2) ' 


Setzt man die obere Grenze x = — 00, so reduziert sich die- 

linke Seite auf ( — l)*»r(w); aber auf der rechten Seite werden 

alle Glieder unendlich. 

1 

5) Man sucht jaf^^dx. Man hat: 



^x ,^ ^«log« = 1 -j ^ 1 _5 ^ . . . 

und die Beihe auf der rechten Seite konvergiert gleichmäfsig 

für alle (positiven) Werte von x. 

um das vorgelegte Integral zu berechnen, braucht man 

1 

daher nur Integrale vom Typus joif^log^xdx auszuführen.. 


Man erhält aber durch teilweise Integration: 

^ log^ xdx = — q^Y log^ X ^jj I of* log^-^ X dx 
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und daher: 

1 1 

. / af» logPxdx = — ^^^ / sf^ log^-^xdx. 



Wendet man diese Formel mehrmals an, so kommt man 

1 

schlieMich auf 1 x^dx = — r- r ; daher wird : 

J m + i 



1 

/iz^ logPxdx = (— ly ^^Mi • 



Durch Einsetzen erhält man daher: 

1 

Jx^'dx=l — ^ + ^ — ^-\ 



214. 8at0. Es sei: 

(1) /"(a?) = Wo + Wi + Wa H 

und die Beihe cmf der reckten Seite sei in dem endlichen 
Intervalle (a, b) gleichmäfsig Jeanvergent, die Glieder dieser 
Beihe seien stetige ader unstetige Fu/nMionen van x, sie seien 
aber in dem Intervalle (a, b) integrierbar im Sinne der Defini- 
tion der Nr. 193. Alsdann ist auch die Funktion f(x) inte- 
grierba/r und ihr Integral ist gleich der Summte der Integrale 
der einzelnen Beihenglieder. 

In der That, man bestimme zu einer willkürlichen positiven 
Zahl £' Vitien Wert von n so, dafs der Rest Bn der Reihe (1) 
vom n -|- 1*®° öliede an absolut kleiner als € wird. Man teile 
ferner das Intervall (a, b) in einzelne Teile, man setze der 
Einfachheit halber a < 6 voraus und nenne Siq>(x) und s^q>(x) 
die Summe der Produkte dieser einzelnen Intervalle mit der 
oberen beziehungsweise unteren Grenze der Werte von q>(x) 
in diesem Intervalle; alsdann erhält man aus der Gleichung: 

f(x) =.Uq-\-U^-\ f- Un-i + Bn 

die Ungleichungen: 
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und da |\B„ | < a ist, so sind auch s^Rn und s^Rn absolut 
kleiner als 6 (6 — a). 

Nennt man Siq>(x) und S^q>(x) die untere und obere 
Grenze von Si(p{x) und s^q>(x)y so folgt: 

V(^)^Ä2Wo H h S^Un^i ±B(b — a). 

Da aber die Funktionen u integrierbar sind, so hat man 

b 

8^u = S^u = judx^ daher differieren 8^f{x) und /Sg/(a:) von 

a 

einander um weniger als 26(6 — a), eine beliebig kleine 
Zahl; sie sind also einander gleich und die Funktion f(x) 

b 

ist integrierbar. Das Integral jf{po)dx unterscheidet sich 

a 

von der Summe der Integrale der ersten n Glieder der 
Beihe um weniger als a (6 — a), eine beliebig kleine Zahl. 
Daher wird: 

b b b b 

I f{x) dx = I UqcIx -^ I u^dx -\-- I ti^dx -\-- ' ' • . 



a a 



215. Die teilweise Integration gestattet durch mehrmalige 
Wiederholung einige Integrale in Reihen zu entwickeln. 

X 

Gegeben sei z. B. j af^f{x)dx. Integriert man teilweise, 



indem man sf^dx als zu integrierenden Faktor nimmt, so er- 
hält man: 

X X 

faf'f{x)dx = ^ fix) - -^fx^+tf'(x)dx. 



Wendet man auf das Integral der rechten Seite daselbe 
Verfahren an und fährt so fort, so erhält man: 

Oenocohi-Peano, Di£f.- n. Integral-Beclmung. 20 
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I af'f{x)dx 





¥+T ^W ~ (m + l){m + 2) '^ W 

"^ (m 4- 1) (m + 2) (w + 3) ^ W 

^ (w + 1) (m + 2) . . . (w + w) ' ^"^^^ 

X 

' (w + 1) • • • (m + w) ^ ' ^ ^ 



Man lasse hierin t^ unbegrenzt wachsen. Hat das letzte Glied 
den Grenzwert null, so erhält man die Reihenentwickelung 
des vorgelegten Integrales. Setzt man in der Beihe m = 0, 
so findet man unter den angegebenen Bedingungen: 

X 

fmdx = >tf{x) - 1^ fix) + f^ r'(^) — • 



Diese Formel, welche man auch aus der Taylorschen Beihe 
^erhalteii könnte, verdankt man J. Bernoulli. 

Wendet man die vorige Formel auf das Integral 

X 

an, so findet man: 



X 

f' 



n ' w(n+l) • w(fi+l)(Ä+2) ' 



J Z ß-* 

' n{n -\- 1) • ' ' (n -}- m — 1) 



X 

i" w(n + 1) . . . (n + w — 1) J ^ """^er 



Das letzte Glied hat den Wert 



X 

""dx. 



n-fm— 1 -— e«, 



{Qxy'^'^-'^e""x 



n(n -j- 1) •••(« + w — 1) ' 
dessen Grenzwert för m = oo null ist. Daher ist das vor- 

gel^te Integral gleich der Summe der unendlichen Beihe, 

deren m erste Glieder auf der rechten Seite der Gleichung stehen. 
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216. Man kann aber aueh die Taylorsche Formel direkt 
durch teilweise Integration erhalten. Man hat: 



a 



f(a - xYf{x) dx = '^"-Jf^^' fix,) 

a 

Wendet man dieselbe Formel auf das Integral auf der 
rechten Seite an und wiederholt dieses Verfahren n Mal^ so 
erhält man: 

a 

f(a-xrfix)äx^<^''j^fix,) + ^^^^nx,) + ... 

l_ (q — X^f f (n-l) (^ \ 

^(w+l)-..(m + n)^ ^'^^^ 

a 

+ 7— rrr^-T — r— x { (ß — xY+''f^''Ux)dx. 

' (W + 1) • • • (W -j- ^)t/ J i \ J 

Setzt man hierin m = 0^ so bekommt man: 

a 



«o 



a 

Ninmit man jetzt an, dafs f{pi^ die Ableitung von F{x) 
ist, so erhält man: 

Fifi) - F{x,) = ^ F'{x,) + ^^=5^^ J"'(a;„) + . . . 

a 

+ ^^^ F^'K^o) + ^/(a-a5)»2^(-+«(«)rfa;. 

Dies ist gerade die Taylorsche Formel mit dem Restgliede 

und dieses erscheint hier unter der Form eines bestinmiten 

Integrales (vergl. S. 69 Anm.). 

Dieser Bestausdruck ist deshalb so bequem, weil er keine 

20* 
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unbestimmte Zahl G enthält. Setzt man in ihm a = XQ'\'hf 
und X ^^ Xq-{- hty so erhält man: 



a 

Benutzt man die Formel i<p{x)dx = (a — ^0)9(^1); ^^ 
x^ eine Zahl zwischen Xq und a ist^ so erhält man: 

und dies ist die Cauchysche Form. Benutzt man andrerseits 
die Formel: 

a a 

f(a — xy i^f'+i) (x) dx = J'(«+i) {xi)J(a — x)' dx 

Xq a?o 

^ V-^i; (n + 1) ^ 

SO bekommt man: 

und dies ist die Form von Lagrange. 



Anmerkungen. 



N. 1—3. 

Die Analysis baut sich ohne jedes Postulat auf dem Begriff 
der Zahl allein auf. Obgleich nun dieser Begriff dem Leser aus 
der Arithmetik und Algebra bereits bekannt sein mnfs, so wurde 
die Definition der irrationalen Zahlen hier doch noch einmal ge- 
geben, um die späteren Beweise, wie z. B. den in N. 14, klarer 
gestalten zu können. 

Der Begriff der irrationalen Zab^ wie er hier eingefährt wird, 
ist der einfachste und natürlichste und hat daher die grölste Ver- 
breitung gefanden. Eine ausführlichere Entwicklung findet man 
in Bmi, FondamenM per la teorica deUe fwnzioni di variäbUi reaU, 
Pisa 1878, S. 1—14^). 

Dem Wesen nach ebenso verföhrt DedeMnd, StetigheU und 
irroHofKÜe Zahlen, Braunschweig 1872, dem sich Fctsch, Einkiking 
in die Differential- und IntegrälrecJimmg, Leipzig 1882 angeschlossen 
hat. Sie betrachten von den beiden von uns beschriebenen Zahlen- 
kategorien nur die erste, welcher sie den Namen „Zahlenstrecke" 
geben, und legen sie ihren Definitionen der arithmetischen Opera- 
tionen zu Grunde. 

Andre Mathematiker dagegen betrachten die irrationalen Zahlen 
als Grenzen der rationalen. Unter ihnen befindet sich Cantor, Über 
die Ausdehnung eines Satzes etc., Math. Ann., Bd. 6, S. 123, welcher 
zuerst die rationalen Zahlen bespricht und dann fortf&hrt: 

„Wenn ich von einer Zahlengrölse in weiterem Sinne rede, 
so geschieht es zunächst in dem Falle, da£s eine durch ein Gesetz 
gegebene unendliche Beihe von rationalen Zahlen 

(1) a^a^ ... a« ... 

1) In der deutschen Ausgabe des Dini'schen Werkes: Gnmdlagen 
für eine Theorie der Funktionen einer veränderlichen reellen Gröfse, be- 
arbeitet von Lüroih und Sehenp, Leipzig 1892, wurde daher der Gantor- 
sehen Definition vor der Dectekind' sehen der Vorzug gegeben und die 
ersten acht Paragraphen, die von den irrationalen Zahlen handeln, 
umgearbeitet und die Beweise entsprechend modifiziert. 



310 Anmerkungen. 

vorliegt, welche die Beschaffenheit hat, dafs die Differenz an-\-m — ^n 
mit wachsendem n unendlich klein wird, was auch die positive 
ganze Zahl m sei, oder mit andern Worten, dafs bei beliebig an- 
genommenem (positivem rationalem) s eine ganze Zahl n^ vorhan- 
den ist, so dafs (a«-f «» — «n) < f , wenn n'^ti^- und wenn m eine 
beliebige positive ganze Zahl ist/' 

„Diese Beschaffenheit der Eeihe (1) drucke ich in den Worten 
aus: Die Beihe (l) hat eine bestimmte Grenze h.^^ 

Diese Definition haben sich auch Harnach, Die Elemente der 
Diff,- u, Int.'Becknu/ng, Leipzig 1871 und lÄpschiU, Crrimdlagen der 
Analysis, Bonn 1877, S. 37 fast wörtlich angeeignet; sie scheint 
uns jedoch weniger einfach, wie die Bedekind'sche zu sein. 

Die Frage, wie die irrationalen Zahlen zu definiren sind, wird 
sehr ausführlich in Du Bois-Beymond's: Die ällgememe FuMionen- 
theorie, Tübingen 1882 erörtert. 

In vielen Büchern über die Analjrsis werden die irrationalen 
Zahlen überhaupt nicht definirt; man erkennt aber leicht, dafs in 
einzelnen Beweisen Behauptungen aufgestellt werden, die vorher 
nicht begründet wurden. Man vergleiche Serret ^ C<mrs de Cälcul 
diff. et int, Paris 1879, Bd. 1, N. 96. 

Bei den griechischen Mathematikern entspricht unserem Zahlen- 
begriff am besten das Verhältnis, Xoyog, zweier Gröfsen. 8iehe das 
fünfte Buch des Euclid, 

N. 4. 

Eine allgemeine Untersuchung der Bedingungen, unter welchen 
geometrische Gebilde durch Zahlen gemessen und daher Gröfsen 
genant werden können, findet man bei: 0. Stölis^ ÄrithmeWCy 
Leipzig 1885 im fünften Kapitel. Dort findet man auch weitere 
Litteraturangaben. 

N. 6. 

Der Ausdruck Fu/nktion hatte früher allgemein die ihm von 
Leibnitgj Acta eruditorum, 1692 beigelegte Bedeutung. Joh. Ber- 
nouM hat ihn so definirt: 

„On appelle . . . Fonction d'une grandeur variable, une quan- 
tit4 composee de quelque maniere que ce soit de cette grandeur 
variable et de constantes." Mem. de VÄcad, Boy. des Sciences de 
Paris, 1718, S. 100; 

und später Euler: 

„Functio quantitatis variabilis est expressio analytica quo- 
modo cunque composita ex illa quantitate variabili et numeris seu 
quantitatibus constantibus." IntroducUo i/n Analysm Infinitorwm, 
Lausannae 1748, S. 4. 
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Die Definition im Text dagegen, nack welcher es nicht nötig 
ist, dals if BJL X durch analytische Beziehjpgen gebunden ist, rührt 
von Le^eu/ne-Dirichlet her, Dove^s BeperUmym der Physik, Bd. 1. 
Man vergl. die deutsche Ausgabe Dmi's S. 48. 

N. 7. 

Der Begriff des Grenzwertes ist ein Grundbegriff der Ainalysis. 
Einige Autoren sind der Ansicht, er lasse sich nur durch die An- 
schauung gewinnen, andere definieren ihn entweder unvollständig 
oder mit Worten, die selbst wieder eine Definition nötig haben. 
Die Definition im Text findet man in aUen guten Büchern über 
den Gegenstand und Iftfst an Schärfe imd Klarheit nichts zu 
wünschen übrig; sie ist nur etwas lang. 



Wir wollen hier den Grenzwert auf eine andere Art definieren, 
die von der gegebenen sich ihrem Wesen nach nicht unterscheidet^ 
uns aber doch von Vorteil zu sein scheint. Wir werden nur den 
Fall besprechen, in dem die Variable unbegrenzt wächst. 

Mcm sagt^ die f(x) werde hei y/nbegrenzt wachsendem x gröfser 
als eine Zahl a, wenn alle Werte der f(x) von einem gewissen Werl 
von x a/n gröfser als a sind, 

Ma/n sagt, die f(x) werde hei mibegrend wachsendem x Meiner 
als a, wenn aUe Werte der f(x) von einem gewissen Wert von x 
an Meiner als a sind. 

Man sagt, die f(x) habe hei tmbegrenzt wachsendem x die 
Zahl a mr Grenze, werm die f(x) gröfser als jede Zahl wird, die 
Meiner als a ist, und Meiner als jede ZaM, die gröfser als a ist. 

Alle Zahlen lassen sich in Bezug auf das Verhalten der Werte 
f(x) in drei Kategorien bringen: 1) solche, welche von Werten f(x) 
überschritten werden; 2) solche, welche von den Werten f(x) nicht 
erreicht werden; 3) solche, die weder gröfser noch kleiner als alle 
Werte f(x) sind. Man sieht leicht: Wenn eine Zahl in die erste 
Abteilung gehört, so gehören ihr auch aUe kleineren an und ge- 
hört eine Zahl der zweiten an, so gehören dahin auch alle gröfseren; 
die Zahlen der ersten sind kleiner als die der zweiten und dritten 
und die der zweiten sind gröfser als die der ersten und dritten. 

Satz. Soll f(x) einer Grenze mstrehen, so ist die notwendige 
tmd ausreichende Bedingung dafür, dafs die erste wnd zweite Kate- 
gorie existiere wnd dafs die dritte entweder nicht bestehe oder nur 
eine einzige Zahl erdhalte. 

Denn: Strebt f{ic) der Grrenze a zu, so wird es gröfser als 
alle Zahlen, die kleiner als a sind, d. h. alle Zahlen, die kleiner 
als a sind, gehören in die erste Kategorie; dem entsprechend ge- 
hören alle Zahlen, die gröfser als a sind, der zweiten Kategorie 
an und der dritten höchstens die einzige Zahl a. Wenn umgekehrt 
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die erste und zweite Kategorie bestehen nnd die dritte nicht, so 
existiert eine Zahl a, die^ nicht kleiner als irgend eine der ersten 
und nicht gröüiser als irgend eine der zweiten Kategorie ist; und 
wenn die dritte Kategorie nur eine einzige Zahl a enthält, so 
gehören alle Zahlen unter a in die erste und alle Zahlen über a 
in die zweite Kategorie. In jedem Fall wird f{(ß) gröfser als alle 
Zahlen unter a und kleiner als alle Zahlen über a; /*(a;) hat da- 
her a zur Grenze. 



Übrigens ist die Stärke des Wachsens der Werte einer Funk- 
tion f{x) bis zu einem gewissen Grade mefsbar und sie läüst sich 
mit demselben Becht, wie z. B. die imaginären Gröfsen in die 
Mathematik einf&hren und studieren. 

In der That kann man bei ihr Gleichheit und Ungleichheit, 
sowie die analytischen Grundoperationen definieren. Sie gehören 
daher zu den analytischen Gröfsen. Es lassen sich die folgenden 
Definitionen geben: 

Wir sagen, f{(c) werde bei unbegrent wachsendem x grölser 
oder gleich oder kleiner als q>{x)^ wenn von einem gewissen 
Wert von x an immer f{x) grölser oder gleich oder kleiner als 
q>{x) ist. 

q>{x) kann sich auch auf eine Konstante reduzieren; die Gleich- 
heit oder üngleicheit wird alsdann durch die Art des Wachsens 
von f{iß) und eine Zahl definiert. 

Unter der Summe der Stärke des Wachsens von f{(ß) und 
fp{x) verstehen wir die Stärke, mit welcher die Summe f{x) -{- 9>(^) 
wächst, und auf analoge Weise lassen sich die übrigen analytischen 
Operationen definieren. Ist q>(x) konstant, so werden die Opera- 
tionen durch die Art des Wachsens einer Funktion und eine Zahl 
definiert. 

Aus den vorstehenden Definitionen ergibt sich z. B.: dals x 
gröfser als jede Zahl wird; dafs o^ ebenfalls gröfser als jede Zahl 
wird, aber auch grölser als x\ dafs femer x^ grölser als hx für 

jedes k wird, d. h. gröfser als jedes Vielfache von a?; dals - gröfser 



X 



als 0, aber kleiner als jede positive Zahl wird, wenn man x gröfsere 

Werth als beilegt Dafs kleiner als jede positive Zahl 

und gröfser als jede negative Zahl wird, ohne gröfser oder gleich 
oder kleiner als Null zu werden; u. s. w. 

Diese analytischen Gröfsen, für welche der Satz nicht mehr 
gilt, daüs eine Gröfse, eine hinreichend grofse Ainzahl mal wieder- 
holt, jede andere Gröfse übertrifft, treten auch bei der Ermittelung 
der Ordnung des ünendlichwerdens der Funktionen auf und bei 
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einigen Problemen der Wahrscheinlichkeitsrechnung. Ein eingehen- 
deres Studium derselben wtlrde jedoch zu weit f&hren. 

K 15. 

Die beiden ftuTserst wichtigen Theoreme, die hier bewiesen 
werden, sind in den von Ccmtor gegebenen Definitionen der irra- 
tionalen Zahlen implicite schon enthalten; vgl. die Anm. zu N. 1 — 3. 
Du Bois-Beymond hat diese Theoreme in seiner F^mMonentheorie 
„das allgemeine Konvergenz- und Divergenzprinzip'' genannt. 

N. 18. 

Der Beweis des Satzes rührt von Cauchy her, Analyse (ügi- 
hri^ue, Paris 1821, N. 3. 

Der geometrische Beweis, den Cauchy ebenfalls gegeben hat 
ibid. S. 44, in welchem angenommen wird, die Linie, deren 
Gleichung y = f(x) ist und von welcher zwei Punkte auf ent- 
gegengesetzten Seiten der x-Axe liegen, schneide diese Axe in 
irgend einem Punkt, ist unzulänglich. Denn man kann zwar dem 
Punktesystem der Abscissen x und Ordinaten f(x) den Namen 
Linie beilegen, hat damit aber noch nicht das Recht, auf ein 
solches System die Eigenschaften der Linien, wie sie in der 
Geometrie betrachtet werden, auszudehnen. 

Um den Wert dieses Einwurfs sich klar zu machen, beachte 
man, dafs eine Funktion f(x) f&r x = Xq stetig sein kann, ob- 
gleidi sie nur rationale Werte in der Nachbarschaft des Wertes Xq 
annimmt; man könnte daher fragen, ob eine Funktion existiert, 
welche in dem Interyalle (a, h) stetig ist und nur rationale Werte 
annimmt. Offenbar l&fst die geometrische Darstellung eine Ant- 
wort auf diese Frage nicht zu. Der vorliegende Satz und der 
folgende zeigen aber, dafs eine solche Funktion unmöglich ist. 

Der geometrische Beweis wäre exakt, wenn man die stetige 
Funktion als eine solche definierte, die von einem Wert zu einem 
andern nicht übergehen kann, ohne durch alle dazwischen liegen- 
den Werte zu gehen. Gerade diese Definition befindet sich nun 
in einigen Büchern; unter den Neueren führen wir GHlhert an, 
Cours d'amilyse mfinüesimale, Löwen 1872; irrtümlicher Weise 
sucht aber der Verfasser auf S. 55 die Aequivalenz seiner Defini- 
tion mit der hier benutzten zu beweisen. Diese Gleichwertigkeit 
besteht aber gar nicht; denn, wenn bei der Annäherung des x 
an a f(x) zwischen Werten oscilliert, welche die f(a) enthalten, 
ohne irgend einer Grenze zuzustreben, so ist f(x) für x = a nach 
unserer Definition unstetig und nach der Definition Oüherfs stetig. 
Siehe auch Darhoux, Memoire sur les fondions äiscontmues^ Ann. 
sqient. de l'ecole normale sup. Bd. IV. 

Ebenso wenig folgerichtig ist der Beweis, den Serret gibt, 
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Cowrs d'Äl^ibre swpiriewre, Bd. 1, S. 95 (4. Ausg.). Abgesehen 
von anderen üngenauigkeiten, nimmt der Verf. an, ein System 
von unendlich vielen positiven Gröfsen sei zwischen zwei positiven 
Werten eingeschlossen; dies ist nicht genau, da die untere Grenze 
eines Systems positiver Zahlen die Null sein kann. 

N. 20 und 21. 

Eine ausführlichere Besprechung der Stetigkeit der Funktionen 
findet man in IHm, Crrtmdlagen etc. 

Den zweiten Satz in N. 20 und den ersten in N. 21 ver- 
dankt man Weierstrafs^ der zuerst die Notwendigkeit erkannte, ihn 
zu beweisen. Siehe Schwarz ^ Journal von Grelle, Bd. 72, S. 141. 

Der zweite in N. 21 rührt von Cantor her. Siehe Herne, 
Journal von Grelle, Bd. 74, Barhoux, Memoire etc. S. 73, Dini, 
Crrtmdlagen etc. § 40. 

N. 28. 

1 -| 1 

wurde von Euler eingeführt, Introductio m Änalysin infimtortim, 
I, § 115. 

N. 31. 

Die in den Beispielen 6 und 7 enthaltenen Sätze verdankt 
man Cauchy, Analyse älgebrique, S. 48 u. ff. Der erste Satz lautet 
bei ihm: 

„Si pour des valeurs croissantes de x la difference /*(a?+ 1) — f(x) 

fix) 
converge vers une certaine limite Ä, la fraction -^ convergera 

en meme temps vers la meme limite." Dabei wird nicht zur Be- 
dingung gemacht, dafs eine obere Grenze der Werte der f{x) in 
jedem endlichen Intervall existiert. 

Die Sätze 9 — 13 rühren ebenfalls von G<mch/y her, ibid., S. 103. 
Der Satz 9 gilt auch dann, wenn man die Stetigkeit der Funktion 
f{oc) nicht voraussetzt, sondern nur annimmt, dafs die Werte, welche 
sie in einem endlichen Intervall erhält, kleiner als eine endliche 
Zahl sind. S. Darhoux, Sur un theoreme fundamental de la geo- 
metrie projecHve, Math. Ann., Bd. 17, S. 55. Den Satz 13 hat 
auch Poisson behandelt, TraMS de mecamique, Bd. 1, S. 14 und 
Abel, Oeuvres coiwpletes, Ghristiania 1881, 1, S. 6. Über analoge 
Fragen siehe Nouvelles annales, 2® serie, question 763. 

Man kann noch das folgende benoierkenswerte Beispiel von 
Unstetigkeit hinzufügen. 

Setzt man tp (x) = lim g ^^ g , so ist (p(x) = 1 ^ wenn 

t=o X -i-t ^ 

ir ^ 0, und q>(0) = 0. Alsdann wird die Funktion von x 



Axunerkongen. 31 & 

lim q> (sin n\ nx)^ 

wenn man zu der Grenze kommt, indem man n ganze, positive 
unbegrenzt wachsende Werte beilegt, für ein rationales x Null und 
für ein irrationales x die Einheit. 

N. 32. 

Mac-Laurin, A treatise of Fluxions, S. 579 definiert als Peri- 
vierte (flussione) einer Punktion einer Variablen: „any measures 
of their respective rates of increase or decrease, while thej varj, 
er flow, together". Er präzisiert in der Folge diesen Begriff ge-r 
nauer und findet die Derivierten der gewöhnlichen analytischen 
Funktionen. 

Diese Art, die Deriyierte aufzufassen, ist durchaus streng; in 
ihr tritt der Begriff der Grenze nicht explicite auf; wir halten es 
daher für angemessen, sie hier kurz wiederzugeben. 

Nachdem defiiniert ist, was man darunter versteht, eine Funk- 
tion wachse oder nehme ab für einen speziellen Wert der Variablen, 
wird von einer Funktion f(x) gesagt, sie wachse für x ^== Xq rascher 
als eine andere q>{x)^ wenn die Differenz f{x) — q>(x) für x = Xq 
wächst; in diesem Fall sagt man, (p{x) wachse weniger rasch 
als f(x). 

Alsdann wird festgestellt, dafs bei einer linearen Funktion 
das Verhältnis des Zuwachses der Funktion zu dem Zuwachs der 
Variablen konstant ist, dafs die Funktion um so schneller wächst, 
je gröfser dieses Verhältnis ist, und diesem konstanten Verhältnis 
der Name „Derivierte der linearen Funktion" gegeben. 

Man sagt, f(x) habe für x '^=i Xq die Derivierte f{x^^ wenn 
f{x) für X = Xq weniger rasch als jede lineare Funktion wächst, 
die eine gröfsere Derivierte als f{x^ hat und rascher wächst, als 
jede lineare Funktion, die eine kleinere Derivierte hat, als f{x^.^ 



Man hat lange Zeit geglaubt, jede stetige Funktion habe eine 
Derivierte, indem man annahm, dies ergebe sich zur Genüge aus 
geometrischen Betrachtungen über die Tangenten an die Kurven. 
Später gab man analytische Beweise dafür, die wenig genügten. 
Die Frage wurde schliefslich dadurch gelöst, dafs man zahlreiche 
Beispiele von stetigen Funktionen beibrachte, denen die Derivierte 
für einen speziellen Wert der Variablen (s. Beisp. 6 — 9) oder für 
unendliche oder auch für alle Werte der Variablen fehlt. Siehe 
unter Anderen Weierstrafs, Journal von CreUe^ Bd. 79, S. 29; 
Barboux, An/n. Scientif. de VJ^cole Normale, 2. Serie, Bd. 4, S. 92 
und* Bd. 8, S. 195; Dini, Grimdlagen etc., 10. Kap. S. 205 u. ff.; 
Wiener, Crdle's Journal, Bd. 90, S. 221. 
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In der Natur treten oft Funktionen anf^ die nur bis auf eine 
konstante Gröfse s definiert sind, welche sich mit den zu Gebote 
stehenden Instrumenten nicht mehr messen läfst. 

Bei derartigen Funktionen kann von einer Derivierten keine 
Bede sein. Denn, es sei f(x) die wahre Fxmktion und q>{x) die- 
jenige, welche sie ersetzt und von ihr um weniger als s abweicht. 
Setzt man f(x) = g>(a?) + €>(aj), so wird 

" f{x + h) — fix) ^ y(a; + A) — y(a?) . e{x + h) — e{x) 
h Ä "f" Ä ' 

Laist man nxm h der Null zustreben, so läfst sich daraus, dafs 
man weifs, dafs S(x) und ö(a; + ä) ihrem absoluten Wert nach 
kleiner als die feste Oröise s sind, kein Schluüs auf den Grenz- 
wert des letzten Gliedes ziehen und mithin auch nicht auf den 
Grenzwert des Ausdrucks auf der linken Seite. 

N. 36 und ff. 

Die Ausfährungen im Text beweisen die Existenz der Deri- 
yierten und bestimmen sie zu gleicher Zeit. Das Verfahren, welches 
verschiedene auch neuere Autoren eingeschlagen haben, Gleichungen 
aufzustellen, aus denen die Derivierte sich ergibt, beweist nur, daJüs, 
wenn eine Derivierte existiert, sie die gefundene ist. Vergl. Serret, 
CalcfuL etc., N. 25, 26, 46, etc.; Sturm, Anahßse, N. 38 etc. 

N. 44—45. 

Der hier gegebene Beweis der Grundformel der Analysis wird 
Ossicm-Bonnet zugeschrieben. Man vergl. Serret, Cälcul etc., N. 14. 
Wie ihn Serret führt, ist er nicht einwandsfrei. Die Worte: „il 
faudra qu'elle (die Function) conunence a croitre en prenant des 
valeurs positives, ou a decroitre . . .^^ drücken einen ungenauen 
JBegriff aus, weil eine Funktion für einen speziellen Wert der 
Variablen nicht wachsend, nicht abnehmend, nicht konstant sein 

kann, wie es z. B. bei der Funktion a? sin — für x = der Fall ist. 
' X 

Man sehe einen Aufsatz des Verfassers in den NouveUes Annäles, 
1884, S. 45 nach und ibid. S. 153 und 252. 

Damit das Theorem N. 45 gilt, genügt es, dafs die Funktion 
f(x) für die Werte von x innerhalb des Intervalls (a, h) eine 
Derivierte habe und an den Enden a und h stetig sei; diese Deri- 
vierte kann auch für irgend einen Wert von x unendlich grofs 
sein, wenn sie dabei nur ein bestimmtes Vorzeichen behält VergL 
JHni, CrruncU,, 8. 90 u. ff. 



Eine allgemeinere Formel wie die in N. 45 ist die folgende. 
Wenn f{x), g>{x)^ i(;(i») für alle dem Intervall (a, 6) angehörigen 
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Werte von x eine Deriyierte znlassen, so ist fär einen gewissen 
zwischen a nnd h liegenden Wert Xj^ 



f(x^ <p{x^ ^\)\x^ 
f{a) q>{a) tf; (a) 
f{l) g> (h) tf; Q>) 



= 0. 



Setzt man il)(x) = 1, so erhält man die zweite Formel und wird 
aufserdem g)(x) = x^ die erste. 

Eine andere, von Warmg herrührende Formel, die ebenfalls 
aus dem Theorem in N. 44 abgeleitet wird, ist die folgende. Wenn 
f(x) in einem gewissen Intervall die Derivierte f{x) hat und 
f(a) = f(h) == ist, so existiert ein zwischen a xmd h liegender 
Wert von x, für welchen f(x) — Je f(xj = ist, worin Je eine 
willkürliche Eonstante bedeutet. Um es zu beweisen, hat man 
nur den angeführten Satz auf die Funktion f(x) e~^' anzuwenden. 

In den Nou/v. Anm,, 2. Serie, VI, S. 415 findet man andere 
Beweise, welche jedoch die Stetigkeit der Derivierten zur Voraus- 
setzung haben. 

N. 49. 

Beisp. 16. Die Formel in diesem Beispiel verdankt man 
Leübnitz, MisceUanea BeroUnensia, 1710. Vergl. Tardy, Note sur 
wfhe fonmde de Leihmts. Nouv. Ann., 1869, S. 69. 

Beisp. 19. Man hat verschiedene Formeln vorgeschlagen zur 
Bestimmung der successiven Derivierten der Funktionen von Funk- 
tionen: 

Hoppe, Theorie der independenten Darstellwng der höheren 
IHfferentiälquoUenten, Leipzig 1845; und Math. Annalen, Bd. 4. 

SMömüch, Compmdiwm der höheren Änälysis, Bd. 2. 

Most, Math, Arm,, Bd. 4. 

G-atting, ebenda, Bd. 3. 

Bertrcmd, Calcul differenüel, S. 309. 

Terquem, Nouvdles Annales, Bd. 9. 

Tardy, Oiornäle di Matematidie, Bd. 2. 

Mossa, Fais, ebd, Bd. 13. 

Teixeira, ebd., Bd. 18. 

Fergola, An/näli di Matematica, 1858. 

Fad di Brtmo, ebd., Bd. 6, 1855 ; derselbe, Formes binaires^ S. 4. 

K 50. 

Die Mathematiker des 17. und 18. Jahrhunderts verstanden 
unter einer Beihe immer die Funktion, aus welcher man diese 
Beihe durch ein geeignetes Verfahren erhielt, und beachteten nicht 
immer ihre Convergenz. Cauchy, Anal, alg., Eap. 6 verdankt man 
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die genaueren Definitionen, die noch heaie im Gebrauch sind; ihm 
und Abel die strengen Beweise der Sätze. Viele von ihnen sind 
allerdings schon von B. Bolzano von Prag (1781 — 1848) mit aller 
Strenge aufgestellt und bewiesen worden. Siehe Stolg^ Math. Ann., 
XVIII, 255. Freilich findet man auch noch heute unvollständige 
Definitionen und Beweise, wie z. B.: 

„Eine unendliche Beihe, welche einen bestimmten, endlichen 
Wert repräsentirt, heifst hmvergent^ Bausenberger, Th. d. perio- 
dischen Ftmktionen, Leipzig, 1884, S. 23. 

Die divergenten Beihen in eigentlich divergente und oscil- 
lierende oder unbestimmte zu teilen, erscheint mir überflüssig. 

N. 55. 

Nicht richtig ist der Satz, den man in einigen Büchern findet: 
„Ist lim Un = 0^ so läfst sich nur behaupten, dafs die Beihe nicht 
unbestimmt sein kann," Nävi, Algebra stiperiore, S. 56. 

So ist z. B. die Beihe, für welche w« = sin )/n + 1 tt — "(/n 7t 
ist, so beschaffen, dafs lim t<n =^ ist, weil 

_ . l/w + 1 « — Vw n Vn + 1 « + l/n n 
Un = 2 sin ' cos ' ' 

und bei unbegrenzt wachsendem n der zweite Faktor zwischen 
— 1 und + 1 enthalten ist, der erste aber zur Grenze Null hat. 

Trotzdem strebt Sn = sin yn it mit wachsendem n keinem Grenz- 
wert zu, weder einem endlichen noch einem unendlich grofsen. 

N. 56. 

Diesen Satz hat Cauchy, Anäl.^ S. 124 aufgestellt; viele Andere 
haben ihn dann auch gebracht, z. B. Serret, Cälcul, S. 133, in fol- 
gender Fassung: „La s^rie u^^ u^^ ... est convergente lorsque 
la somme Wn + ^n+i + • • • + ^«+i>+i tends vers zero, quel que 
soit j>, quand n augmente indefiniment." 

Diese Worte lassen sich in dem Sinne auslegen, wie in dem 
Text und bilden dann einen genau richtigen Satz; es lässt sich 

ihnen aber auch die Deutung geben, dafs die Summe w« -| [- Un-\-p—ij 

nachdem man p willkürlich festgesetzt habe, bei unbegrenzt wach- 
sendem n der Null zustrebe; der Satz wird dann falsch. Gerade 
diese zweite Bedeutung hat ihm Catäla/n, Theorie elem. des Series, 
S. 4, Note 2 beigelegt; er bestreitet daher seine Gültigkeit. Man 
erkennt daraus wieder, dafs die Abfassung der Sätze durchaus 
klar sein mufs. 

N. 62. 

Verschiedene Mathematiker haben diesen Satz in zu weitem 
Sinn ^fafst. So behauptete Olivier in dem Crdle'schen Journal, 
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«die notwendige und ausreichende Bedingung für die Convergenz 
"der Reihe sei lim »t«^ = 0, und Ähd bewies in demselben Journal, 
dafs ^ese Bedingung nicht ausreicht (OeMvres, S. 399). Übrigens 
ist die Behauptung Ähd's^ es sei „tr^s juste^^ dafs „la serie ne 
peut pas etre oonyergente si le produit m^n n'est pas nul pour 
n=x oo^\ in dem Sinne aufzufassen, dafs die Beihe nicht konvergent 
sein kann, wenn nUn einer Grenze zustrebt, die nicht Null ist. Es 
kann aber vorkommen, dafs die Beihe konvergiert, obgleich nUn 
überhaupt keinen Grenzwert hat. Man betrachte z. B. die Beihe, 
deren Glieder mit dem Index 

1, 2', 3^ . . . m*, . . . 
bezüglich 

1 i- i- 1 

sind, und deren übrige Glieder derart sind, dafs sie für sich eine 
beliebige konvergente Beihe bilden. Das Produkt nUn wird, wenn n 

eine dritte Potenz «= m^ ist, m = yn; läfst man nun n unbegrenzt 
wachsen, so nimmt nttj^ beliebig grofse Werte an. 

Die Behauptung jBertrand% CcUcul diff., 8. 239, dafs bei einer 
konvergenten Beihe „ntf^ tend necessairement vers zero'^, ist daher 
unrichtig. Vergl. ebenda, S. 232; Novi, Änälisi algebrica^ S. 102. 

Bichtig dagegen ist der Satz: „Bei einer konvergenten Reihe 
mit lauter positiven, beständig abnehmenden Gliedern ist lim nun^^^ 0.^^ 
Dieser ist z. B. von Catälan a. a. 0. aufgestellt, aber mit unvoll- 
ständigem Beweis. Catalan beweist nur, dafs, wenn lim ni«^ von 
Null verschieden ist, die Reihe divergiert, während er den Fall, in 
welchem diese Grenze nicht existiert, überhaupt nicht bespricht. 

N. 63. ■ 
Diesen Satz verdankt man Cauchy, Siehe Catalan, Series S. 16. 

N. 67. 

Die Taylor'Bche Formel, wurde — wie damals üblich — ohne 
den Best B, von Taylor im Jahre 1715 aufgestellt. 

Es ist jedoch zu bemerken, dafs Joh. BernouMi 1694 eine 
Formel angab, die seinen Namen führt und der Tajlor'schen etwa 
gleichkommt, da man mittelst Yertauschung von Buchstaben von 
der einen zur anderen übergehen kann. YergL Joh, Bernaulli, 
Opera omnia, Bd. 1, S. 125. Wir halten daher seinen Anspruch 
auf die Priorität für nicht unberechtigt: „Quam eandem seriam 
postea Tajloms, inteijecto plusquam viginti annorum intervallo, 
in librum, quem edidit a. 1715, De Methodo mcrementorum trans- 
ferro dignatus est, sub alio tantum characterum abitu.'^ Opera, 
Bd. 2, S. 584. 
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Den Best hat Lagrcmge iu die Form (3) gebracht, Thiofie 
des fonäions analytiques, Paris 1813, Kap. 6, wo er auch in der 
Gestalt eines bestimmten Integrals entwickelt wird. Die Formel 
(2) rührt von Cauchy her, Exercices de maIhSmctHques, Bd. 1, S. 29 
und Comptes rendus des sScmces de VAc, Frang,^ 1840, S. 642. 

Fehlerhafte Beweise der Taylar'sohen Beihe haben J, König, 
Nouv, Ann,, 1874, S. 270 und E. Amigius, Nouv. Ann,^ 1880, S. 105 
gegeben. 



In Bezug auf die Gültigkeit der Tajlor'schen Beihe oder 
besser, weil es einfacher ist, der Maclaurin'schen, lassen sich fol- 
gende Fälle anführen. 

Die Beihe kann für jeden Wert von x gelten, wie bei e', sin x, 
cos 0?, etc.; 

oder sie kann nur für passend eingeschrftnkte Werte von x 
gelten, wie bei log (1 + a?), (l + a?)"*, arc tg oj, etc.; 

oder die Beihe kann für gewisse Werte von x konvergieren, 
ohne dafs ihre Summe den Wert der gegebenen Fxmktion hätte. 

Dieser Fall tritt z. B. bei der Funktion e ** ein, welche für x=0 
mit ihren sämtlichen successiven Derivierten zu Null wird; die 
Maclaurin'sche Beihe konvergiert daher für alle Werte von x^ ohne 
zu ihrer Summe die Funktion zu haben. 

Es lassen sich aber auch noch Beispiele von Funktionen an- 
geben, bei welchen die Maclaurin'sche Beihe für jeden Wert von x, 
mit Ausnahme des Wertes x = 0, divergiert. Man betrachte z. B. 
die Beihe 

worin die a» beliebige Zahlen xmd die &» positive Zahlen sind, 
von der Beschaffenheit, dafs die vorstehende Beihe für ein Intervall 
konvergent ist, welches in seinem Inneren den Wert x = ent- 
hält. Die Glieder der vorstehenden Beihe sind, von dem dritten 
(n = 2) an, ihrem absoluten Wert nach kleiner als die Glieder 

?' v^. ?^^••• (2). 

und diese Beihe läfst sich in der That konvergent machen; setzt 
man z. B. &n = + ^Ija« und wählt das Vorzeichen derart, dafs 
hn positiv ausfällt, so konvergiert die aus den absoluten Werten 
von (2) gebildete Beihe für jeden Wert von a:, xmd (l) ist kon- 
vergent und zwar gleichmäfsig in jedem endlichen Intervall. 

Differenziert man die Beihe (l) mehrere mal, so ergeben sich 
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andere Beihen, von denen jede in die Summe mehrerer vom Typus 



V 



n n 



C > zerfällt, deren Glieder ihrem absoluten Wert 

^(i + K^r 

nach kleiner als die Glieder Cr^a?"""""" sind: mithin conver- 

gieren alle Beihen, die man durch Differentiation der Glieder der 
gegebenen Eeihe erhält, in jedem Intervall gleichmäfsig. Folglich 
hat die Funktion f(x) bestimmte und endliche Derivierte für jeden 
Wert von rr; man findet 

f(0) = ao, /"(O) = % , 21 r (0) = «2 — «0^0 ) 

' * * ' nT ^'*^(^) = ^« ~~ ön-2&n-2 + a«_42>n-4 — • ' ' • 

Wie man daraus erkennt, lassen sich die willkürlichen Gröfsen 
^01 %? ötg, . . . derart bestimmen, dafs f(x) und ihre Derivierten 
für a? = beliebig gegebene Werte haben, und kann man diese 
Werte so wählen, dafs die Maclaurin'sche Eeihe für jeden Wert 
von X divergiert. Man braucht z. B. nur /'^*^(0) = [n!]^ zu setzen. 
Man sehe Du Bois-Beymond , Über den GiUUgkeitshereidi der 
Taylor* sehen BeOienentwiekltmg, Math. Ann., XXXT, S. 109. 



Die Taylor'sche Formel läfst sich auf folgende Art aus- 
drücken : 

Wenn die 1*®, 2*®, ... n*® Derivierte der f(x) für x = Xq 
existiert, so ist 

f{x^ + h) = f(Xa) + Ä/^W + • • • 

worin e eine Gröfse bedeutet, die Null zur Grenze hat, wenn h 
der Null zustrebt. Setzt man 9^ == 1 , so ergibt sich die Formel, 
welche zur Definition der Derivierten dient (N. 43). Natürlich 
mufs f(x)^ wenn die w*® Derivierte für x = Xq existiert, auch die 
vorhergehenden Derivierten in der Umgebung von Xq besitzen, 
über die n^^ Derivierte hinaus braucht man aber weder die Existenz 
noch die Continuität in der Nähe von Xq vorauszusetzen. Diese 
Formel ist leicht zu beweisen und genügt für die Anwendung 
auf die Theorie der Maxima und Minima und auf die Geometrie. 
Diese Art, die Taylor'sche Formel zu fassen, bietet, wie uns 
scheint, viele Analogie mit dem Verfahren der alten Mathematiker 

Genocchi-Peano, Diff.- n. Integral-Bechziuiig. 21 



322 ABmerkungen. 

zur Zeit^ als man die Konvergenz der Eeihen noch nicht in Be- 
tracht zog. 

N. 69. 

Maclcmrin gab diese Formel in seinem A treaUse of fluxions^ 
S. 610; fügte aber hinzu: „This theorem was given by D. Taylor." 

N. 70. 

Die EeihenentwicMnng von e', sin x und cos x hat zuerst 
Newton gegeben. 

N. 72. 

lAouvüle hat bewiesen, dafs die Zahl e nicht die Wurzel einer 
Gleichung zweiten Grades mit rationalen Koeffizienten sein kann^ 
und später Hermite, 8v/r la fondion exponmtielle, Paris 1874, dals 
sie nicht die Wurzel irgend einer algebraischen Gleichxmg mit 
rationalen Koeffizienten sein kann. 

N. 75. 

Die binomische Formel hat Newton in seinen Briefen an Leibnitz 
vom 13. Juni und 24. Oktober 1676 gegeben. Eine vollständige 
Diskussion der Konvergenz der Eeihe und ihrer Summe findet 
sich bei Abel, Oew^res, S. 219 angestellt. 

K 79. 

Diese Eeihe rührt von Nie. Mercator her, Loga/nthmotechnica, 
1668. 

K 82—83. 

Diese Eeihe verdankt man Jacob Gregory, JExercUationes geo- 
metricae, 1668. Jolm Machin berechnete nach seinem Verfahren 
im Jahre 1706 den Wert von jc auf hundert Decimalstellen. 

Dafs TT und tt^ irrationale Zahlen sind, ist schon lange be- 
wiesen. lAndema/nn, Über die Zahl jc, Math. Ann., XX, S. 213 
zeigte schliefslich, dafs sie nicht die Wurzel irgend einer alge- 
braischen Gleichung mit rationalen Koeffizienten sein kann, und 
bewies damit die Unmöglichkeit der Quadratur des Kreises mit 
Lineal und. Zirkel. 

K 84—87. 

G-enocchi sagt in seiner Abhandlung Intomo alle funzioni inter- 
polari, Atti della E. Acc. delle Scienze di Torino, XIII, 1878: 

„Die Eigenschaften der Interpolationsfunktionen wurden in 
einer Abhandlung in Bd. XVI, S. 329 — 349 der Annales de Mathe- 
moMques von Gergorme (Nismes, 1825 — 1826) diskutiert, die Ger- 
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gönne selbst auf Grand sehr summarischer von Ämp^e gelieferter 
Noten zusammengestellt hat. Später, im Jahre 1840 wurden diese 
Eigenschaften von Ccmchy in Bd. XI der Comptes rendus, S. 755 — 
788 reproduziert und in demselben Band XI, S. 835 — 847 und 
ebenda, S. 933 hat Ccmchy gezeigt, wie die Interpolationsfunktionen 
zur Auflösung numerischer Gleichungen zu verwenden sind. Diese 
Funktionen sind dieselben, welche Newton in seine allgemeine Inter- 
polationsformel eingeführt hat, die er im Lemma Y, Buch m seines 
Werkes FhUosophiae naturalis Frmdpia mathematica (3. Ausg., 
London 1726, S. 486 — 487) aufstellt, und welche Lagrange in den 
Legons dl^entaires sur les maihSmatiques (Journal de V^^kole Folg- 
tedmique, Bd. 2, 7. und 8. Heft, S. 276, Oeuvres de Lagrange, 
Paris 1877, Bd. 7, S. 285) in die Form 

y =^+öi(a^— i>)+-Ra (^— jp) (^— 2)+^8 {^—p) (^ —a){^— 0+ etc. 

gebracht hat. Diese Formel wird auch von Jacobi in CreUe's 
Journal^ Bd. 30, S. 138 zitiert. 

Cauchy dehnte im Jahre 1821 den Geltungsbereich der Lagra/nge- 
sehen Formel aus, indem er eine rationale gebrochene Funktion 
bestimmte, deren Zähler vom {n — 1)*®^ xmd deren Nenner vom 
f»*®" Grade ist, und die für w + w gegebene Werte von a?, w + n 
gegebene Werte annimmt (Analyse alg4lrique, S. 528). Jacobi 
behandelt dieselbe Frage in seinem eben erwähnten Aufsatz (Grdle, 
Bd. 30, S. 127—156) mit grofser Ausführlichkeit; er gibt dort 
vervielfachte Ausdrücke des Zählers und Nenners des gesuchten 
Bruches mit Hülfe von Determinanten und macht darauf aufmerk- 
sam, wie wichtig für die Theorie der AbeFschen Transcendenten 
die Darstellung gegebener Werte durch rationale gebrochene Funk- 
tionen ist. Er untersucht dort auch noch besonders den speziellen 
Fall, in welchem alle oder einige der Werte o^q, cc^y. . . a^m+n— i) 
die man x beilegt, einander gleich werden (ebenda, S. 148). 

Auch Bdlavitis beschäftigte sich wiederholt mit den Inter- 
polationsfunktionen. Man sehe seinen an dem Istituto Yeneto am 
22. Jxmi 1856 gehaltenen Vortrag: SiiUa risoVuzione numerica delle 
equazioni, § 15, und den anderen vom 17. Juni 1860: Appendice 
alle Memorie sulla risoVugione numerica ddle equaeioni, § 30; aufser- 
dem den lithographierten Biasstmto ddle lezioni di Algebra, die er 
an der Universität Padua 1867—1868 gehalten hat, § 81 und 84." 

In derselben Abhandlung Intorno etc., in welcher Genocchi die 
vorstehenden Angaben macht, drückt er die Interpolationsfunktionen 
und mithin auch den Best einer Interpolationsformel durch mehr- 
fache Integrale aus; in einer anderen Abhandlung Sopra una pro- 
prietä ddle fimzioni interpola/ri, Atti della B. Acc. d. Scienze di 
Torino, XVI, 1881 beweist er die Formel in N. 86, ohne Inte- 
grale zu Hülfe zu nehmen. Der im Text gegebene Beweis rührt 

21* 
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aber von Schwarz her, AiM deW Äcc. di Tormo, Bd. 17, 1882, 
wiewohl der Entwurf dazu sich schon bei Bertrand, Calc. diff, S. 164 
vorfindet. Wenn die Yariabelen komplex sind, so läfst sich die 
Interpolationsfunktion in die Form eines bestimmten, längs eines 
Weges genommenen Integrals bringen, analog der bekannten Form 
einer Derivierten. Siehe Peano, Stdle funzioni mterpolari, Atti della 
R. Acc. di Torino, Bd. 18, 1883, wo sich einige durch Interpola- 
tionsfunktionen erhaltene Reihenentwicklungen befinden. 

Andere Eigenschaften dieser Funktionen sind in den Bei- 
spielen 31 — 34 am Ende des Kapitels enthalten. Die Interpola- 
tionsfunktionen von a?"* sind mit den .ä^epA- Funktionen Wronshi's 
oder den homogenen vollständigen Fwnktumen identisch. Siehe Trudi, 
Giomäle di Matematiche, Bd. 2, S. 153. 

Siehe auch Frohenius, Über Eelationen zvnschen den Nähe- 
nmgsbrüchen von Potenzenreihen, Crelle's Journal, 90, S. 1. 



Eine allgemeinere Formel, wie die in N. 87, ist die folgende: 
Wenn die (n + 1) Funktionen f^ix)^ fii^)i • • • fn{x) for die 
Werte von x^ welche einem Intervall angehören, innerhalb dessen 
sich die Werte, die wir x zulegen werden, befinden, Derivierte bis 
zur (n — 1)**" Ordnung haben, so ist 



.(«-1). 






fiipd • • • A(%) 

/ 1 \^2/ • • ' In \X%) 



= 0, 



/ÖW AW . . . fn{Xn) 

worin u einen mittleren Wert zwischen a?!, rCg, . . . a:« bezeichnet. 
Man braucht in dieser Formel nur ^(a?) = fix) zu machen xmd die 
successiven Funktionen den successiven 0**^, 1*®*^, 2*®^, . . . Potenzen 
von X gleich zu setzen, um zu der Formel in N. 87 zu kommen. 
Allgemeiner noch ist die Determinante Null, deren Horizontal- 
reihen man aus 

f(i), r(o, • . • f'mi /^"'(«) 

erhält, wenn man dem Buchstaben f verschiedene Indices gibt. 
Darin ist 

n = (« + 1) + (|3 + 1) + • • . + (i + 1) - J 

und u ein passender Mittelwert von x zwischen a, 6, ... Z. 

In dieser Formel ist die vorhergehende und die Taylor'sche 
Formel enthalten. 
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Die Interpolationsfunktionen finden vielfache Anwendung und 
erlauben mit gröister Leichtigkeit gewisse Sätze zu beweisen, von 
denen viele Autoren komplizierte und oft xmgenaue Beweise geben. 
Wenn z. B. F{t) eine Funktion von t und n anderen Yariabeln 
(^1) • . • ^n) ist, so läTst sich das System der n Gleichungen 

F(t^) = 0, JP(g = 0, . . . F(tn) = 
auch 

F(t^) = 0, JP(^i, ^a) = 0, ... F(t^, ^2, . . . tn) = 

schreiben, und, wenn man die Yariabelen ^, t^^ ... tn nach einem 
willkürlichen Gesetz dem t zustreben läüst, so werden die vor- 
stehenden Gleichungen in der Grenze 

F(t) = 0, F\t) = 0, . . . JP^»— 1)(0 = 0. 

Dieser Satz kommt in der Geometrie bei der Untersuchung der 
Berührung von Curven und Flächen vor. 

N. 88. 

Die obere Grenze des bei der Benutzung der logarithmischen 
Interpolationstafeln begangenen Fehlers, ist, wenn sie durch die 
Interpolationsfunktionen berechnet werden, viermal so klein, als die 
Grenze, welche Serret, Cälcul, Bd. 1, N. 119 angibt, und achtmal 
so klein, als die von Sturm, Analyse, I, N. 137. 

N. 91—93. 

Die Sätze über die Konvergenz unendlicher Produkte hat 
CorioUs aufgestellt und Cauchy, Anal, alg,, N. 9 veröffentlicht. Die 
Untersuchungen über die Unabhängigkeit der Konvergenz von der 
Anordnung der Faktoren rühren her von Wderstrafs, CreUe^s 
Journal, 51 und Dini, Ann, di Mat, Serie 2, U. 

K 94—96. 

Cauchy hat in seinem Cours d' Analyse, S. 131 angenonunen, 
die Summe einer konvergenten Eeihe, deren Glieder kontinuierliche 
Funktionen einer Variablen sind, sei selbst eine kontinuierliche 
Funktion. Dieser Satz ist unrichtig, wenn man nicht andere ein- 
schränkende Bedingungen hinzufügt, wie von Abel nachgewiesen 
^vurde; siehe Oewvres compUtes, Christiania 1871, Bd. 1, S. 224. 
Vei-gl. Du BoiS'Beymond^ Notiz über einen Cauchy'schen Satz, etc., 
Math. Ann. Bd. 4. 

Unrichtig ist auch der Satz in Bezug auf die Differentiation 
von Reihen, den Duhamel, Journal de lAmmlle^ XIX, S. 118 auf- 
stellt und den Bertramd, Calcul diff&entiel, S. 271 wiederholt: 

„Lorsqu'une serie ^o H~ ^i "f" * ' ') ^^°* ^^^^ ^^^ termes sont 
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r^els et fonctions d'one meme variable rr, est convergente ponr 
tontes les valetirs de x comprises entre denx limites x^ et x^^ et 
deTient discontinue ponr une valeur particuliire a? *= a, de teile 
Sorte que pour x=^ a — s et a?=«a-f-6la difference des valenrs 
qu'elle acqniert reste finie qnand e est infiniment petit, la serie 

des deriv^es "t^ + -j--^ + * • • ©st divergente pour x = a." 

Um sich von seiner Unrichtigkeit zu überzeugen, setze man 
z. B. 



f(x, n) 



- — nx 



1 + {nx)^ e^'^+e 
Man findet leicht, dafs 

für x > , lim f{x, w) = 1 , 



fl = ao 



für a; < , lim f(x, w) = — 1, 
für x = 0, lim /"(O, n) = ist, 



lOO 



und dafs überdies die Derivierte /i(0, n) = ist. Man denke 
sich nun die Reihe, in welcher die Summe der ersten n Glieder 
gerade f{Xy n) ist, also 

f{x, 1), f(x, 2) = f(x, 1), fix, 3) - f{x, 2) . . .; 

sie konvergiert für alle Werte von x und hat 1, bez. — 1 zur 
Summe, je nachdem x positiv, Null oder negativ ist; die Sunune 
der betrachteten Eeihe ist daher föir x = diskontinuierlich und 
die aus den Derivierten der Glieder für x = gebildete Reihe, 
also 

0, ö, 

ist trotzdem konvergent. Auf die Unrichtigkeit dieses Satzes wurde 
schon von Dmi und Darboux hingewiesen. 

N. 97. 

Beisp. 4, Diese Formel ?nirde von Jac. BernouMi, Ars con- 
jedandi, S. 97 gegeben. Sehr viele Autoren beschäftigten sich mit 
ihr. Man findet sie zum grofsen Teil zitiert in Bd. 8 der 
Äfmäles sdenHf, de VJ^c, Norm, sup., 2. Serie, S. 55 u. ff. 

7. Siehe Catalan, Nouv. Arm., 1. Serie, Bd. 17, S. 434 und 
Bd. 18, S. 152 und 197; BeaMs, Nouv, Arm., 2. Serie, Bd. 7, 
S. 159. 

10 und 11, Einen sehr eleganten Beweis dieser Sätze hat 
La'wrevd gegeben, Nouv, Arm,, 1862, S. 127. 

20 — ^7. Siehe Euler, IntroducHo etc. Kap. 9, 10 und 11, 
wo man noch viele andere unendliche Produkte und Beihen findet. 
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Die Sehlu&folgerangen Euier*s sind übrigens heute der neu ein- 
gef&hrten Definitionen wegen nicht mehr ausreichend. 
J28. Siehe IhUer^ IntrockuMo etc., Kap. 15. 

N. 99. 

In Bezug auf die Kontinuität der Funktionen mehrerer Va- 
riablen verdient eine unrichtige Behauptung in Caudk^s Cowrs 
d* Analyse, S. 37 erwähnt zu werden: 

„Soit . . . f{x^ y, je? . . .) une fonction de plusieurs yariables, 
x^ y^ z^ . . ., et supposons que, dans le voisinage des valeurs par- 
ticuliires X, F, Z, . . . attribufos a ces variables, f{x^ y, ;?, . . .) 
soit a-la-fois fonction continue de x^ fonction continue de y^ fonc* 
tion continue de z^ etc. On prouvera ais^ment que, si Ton de* 
signe par er, /?, ^, . . . des quantit^s infiniment petites, et si Ton 
attribue a jd, t^, jer, . . . les valeurs X, Y^ Z, . . ., ou des valeurs 
tris voisines, la diff^rence 

/•(a; + flf, y + /?, ^ + y, . . .) — fi?^, y, ^, • • 

sera elle-meme infiniment petite.^ 

Aus Beisp. 2 der K, 123 ergibt sich die Unrichtigkeit dieses 
Satzes. 

N. 103. 

Ein sehr einfaches Beispiel einer Funktion zweier Yariabelen, 
bei welcher es nicht erlaubt ist, die Beihenfolge der Differentia- 
tionen zu vertauschen, wird in K. 123, 5 gegeben. 

Ein anderes weniger einfaches Beispiel findet man in Harnack, 
Diff,' u. Int,'R,, S. 97 und Dmi, Lezioni di anaUsi mfmitesmale, 
Pisa 1877—78, I, S. 127. 

N. 109. 

Irrtümlicher Weise nimmt Serret ^ CälctU etc., Bd. 1, S. 194 
an, die Taylor'sche Formel gelte auch für die Funktionen mehrerer 
Variablen, ohne die Kontifmität der Derivierten «*•' Ordnimg vor- 
auszusetzen. Diese Kontinuität, welche für die Funktionen einer 
einzigen Variabelen nicht nötig war, ist es für die von mehreren, 
weil in dem Beweis zusammengesetzte Funktionen differenziert wer- 
den, wobei gerade die Kontinuität der Derivierten vorausgesetzt 
wird. (VergL N. 106.) 

Um zu erkennen, dafs die Formel nicht mehr gültig ist, wenn 
die Derivierten diskontinuieriich sind, betrachte man die Funktion 



K^, y) = 



xy 



Vx' + y'' 
wobei die Wurzelgröfse immer positiv genommen xmd /*(0, 0) = 
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gesetzt wird. Sie ist far alle Werte der Yariabelen eine stetige 
Funktion und hat zu partiellen Ableitungen 

f{')(^i y) = —^ — 3 , /(y)(^> y) = — ^ 



für alle Werte von x und y mit Ausnahme der Stelle (0, 0), wo 
beide Ableitungen sind. Wendet man auf diese Funktion die 
Formel 

/^(^o + Ä, 2/o + ÄJ) = /"K, 2/o) + Ä/'(^)(^o+®Ä, y^ + m) 

+ ä:/ö,)K + €>ä, y^ + ®h) 

an und setzt darin ar^ = ^^ = — a, Ä = Ä = a + fe, so erhalt 
man 

A = ^ + (a + 6) [/(,)(*, t) + 4)0, 0] , 
ifobei t = Xq -{- Bh = y^ -\- Sh ist. Man hat aber 

je nachdem f = ist. Es würde daraus also folgen 

was widersinnig ist, weil a und h willkürliche Gröfsen sind. 

N. 110 u. ff. 
Siehe Dtni, Änalisi inf,, I, S. 153. 

N. 121. 

Siehe Euler, Mechmica, 1736, Bd. 2, § 106, 497 und Cälc, 
diff,, § 225. Man beachte den Beweis der Umkehrung des Euler- 
sehen Satzes. 

Die Beziehungen zwischen den successiven Derivierten ver- 
dankt man Lacroix, Cälc, diff., § 292. 

N. 122. 

Die Funktionaldeterminanten wurden von Jacöbi studiert, De 
determmcmtihus fwndionalihus , Crelle's Journal, Bd. 22, S. 319. 
Siehe auch seine Yorlesumgen über Dynamik, S. 100. Cayley^ Crdle's 
Journal, Bd. 52, S. 276 nannte sie Jacohian. Die den Derivierten 
entsprechende Bezeichnung rührt von DonJcin her. Siehe Balteer, 
Determi/na/nten, Leipzig 1875, S. 127. 
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Die Hesse'sche Determinante wurde von Hesse untersucht, 
CrdWs J(mrndl, Bd. 28, S. 84 und erhielt ihren Namen von Syh 
vester, siehe BaUzer, ebenda, S. 134. 



In bezug auf diese Determinanten verdient ein unrichtiger 
Satz Erwähnung, den Bertrand, Cälcul diff., S. 63 aufgestellt hat. 
Er lautet: 

Wenn y^, ^g, . . , yn Funktionen der Variablen a?!, ajg, . . . ä?« 
sind und man den x^ n Systeme von Zuwächsen gibt, von denen 
das eine Ji^it Ä^2f • • • ^i^n sei und die entsprechenden Zu- 
wächse dery berechnet, die Jtyx^ ^iy^^ • • • ^>^n seien, so hat das 
Verhältnis der mit den ^y gebildeten Determinante zu der mit 
den ^x gebildet'en die Funktionaldeterminante der y in Bezug auf 
die X zur Grenze, falls man die /ix der Null zustreben läfst. 

Nimmt man z. B. n = 2 , so verschwindet die Determinante 



wenn man z. B. /i^oc^^= J^x^ und J^^i = ^^x^ 



^•t X-* "\ '^9 

■"2^1 -"2 •''2 

setzt. Diese Annahme kann man aber machen, ohne dafs da- 
durch das Eleinwerden der Jx verhindert wird; die Determinante 

verschwindet aber far diese Werte der ^x im allge- 

meinen nicht; das Verhältnis der beiden Determinanten nimmt 
daher föir beliebig kleine Werte der /ix beliebig grofse Werte 
und auch den Wert oo an; es strebt daher überhaupt keiner 
Grenze zu. 

Man kann beweisen, dafs der Satz nur in folgenden, ganz 
speziellen Fällen richtig ist: l) Wenn die gegebenen Funktionen 
durch eine lineare Relation mit konstanten Eoefficienten verbunden 
sind, so dafs die Determinante des Zählers identisch verschwindet. 
2) Wenn die y Quotienten linearer Funktionen der x sind, die 
alle denselben Nenner haben. Geometrisch besagt der letztere Fall: 
Deutet man die x als Cartesische Punktkoordinaten in einem Bn-^ 
die y als Punktkoordinaten eines zweiten i?n, so ist der Ber- 
trandsche Satz richtig, wenn zwischen den beiden Bäumen eine 
projektive Beziehxmg besteht. 

N. 124—126. 

Man findet in vielen Büchern der Analjsis bei den Sätzen 
und Beweisen, die sich auf die vieldeutigen Symbole beziehen, 
Üngenauigkeiten, auf die wir aufmerksam machen müssen. So 
sagt z. B. Serret ^ Ccdcül, I, N. 124: Wenn die beiden gegebenen 
Funktionen der Null zustreben und eine bestimmte Ableitxmg haben, 
so strebt das Verhältnis der Fxmktionen und das Verhältnis der 
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Derivierten demselben Grenzwert za oder wachsen beide über jede 
Grenze hinaus. Es wird aber nur bewiesen, dafs, wenn das Ver- 
hältnis der Derivierten einem Grenzwert zustrebt (und wenn i^ip) 
in den Nachbarschaften des betrachteten Wertes nicht Null ist), 
auch das Verhältnis der Funktionen derselben Grenze zustrebt, und 
daraus wird abgeleitet, dafs, wenn das Verhältnis der Funktionen 
einer Grenze zustrebt, das Verhältnis der Derivierten nicht einer 
davon verschiedenen Grenze zustreben kann; es wird aber nicht 
bewiesen, dafs das Verhältnis der Derivierten einer Grenze zustrebt. 
Dals man dieses nicht beweisen kann, zeigen die folgenden 
Beispiele: 

Die Funktionen seien s^ sin - und x: ihr Verhältnis nähert 

sich der Null, wenn x der Null zustrebt; sie haben Derivierte für 
alle Werte von x^ aber (vergl. N. 40, Beisp. 9) das Verhältnis der 
Derivierten nähert sich überhaupt keinem Grenzwert. 

In diesem Beispiel hat die erste Funktion eine unstetige Ab- 
leitung für X = 0. Es ist jedoch leicht, ein anderes Beispiel zu 
bringen, in welchem die Ableitungen der beiden Funktionen 
stetig sind. 

Man betrachte die Funktionen x^f{x) und x^^ worin f(x) eine 
Funktion ist, deren Bestimmung wir uns vorbehalten. Das Ver- 
hältnis der Funktionen ist /'(^); ihre Derivierten sind 

2x fix) -f x^ f{x) und 2x 

und ihr Verhältnis 

Man wähle nun f{x) so, dafs 

1^ an der Stelle o? »^ Q ein Grenzwert der f{x) existiert, 

2) f{x) für alle Werte von x^ mit Ausnahme der Stelle 
^3s=0 eine Ableitung 

besitzt, 

3) dafs fipc) und x f(x) bei der Annäherung an die Stelle 
X == überhaupt keinen Grenzwert besitzen, 

4) dafs x^f(x) für a? = den Grenzwert erhält. 
Allen diesen Bedingungen genügt z. B. die Funktion 

X 



f(x)=ßm^,^. 



Man findet, dafs das Verhältnis der beiden gegebenen Funk- 
tionen an der Stelle o; = einen Grenzwert hat , dafs beide 
Funktionen für alle Werte von x eine bestimmte stetige Ableitung 
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besitzen, dafs aber das Verhältnis der Ableitungen för x = 
sich überhaupt keiner Grebze nähert. 

Femer wird der Satz über das vieldeutige Symbol — später 

von Serret unvollständig bewiesen, weil er a priori die Existenz 
der gesuchten Grenze voraussetzt. Denselben unvollständigen Be- 
weis gibt auch Sturm, Analyse, I, S. 152^ Hermite, Analyse, S. 200; 
Schlömüch, Kompendimn, der höheren Analysis, Braunschweig 1881, 
S. 143. Die Dunkelheit in dieser Frage wird noch von Sturm 
erhöht, ebenda, S. 156, wo er sagt, dafs „avant d'appliquer les 
regles il faudra bien s'assurer que Texpression proposee, ainsi que 

^TT-T approche d'une limite." 

Vergl. Stolz, Über Qrmzwerte der Quotienten, Math. Ann. 
Bd. 14, S. 231 und Bd. 15, S. 556; Bouquet, Nouvelles Annales de 
Math., 2. Serie, Bd. 16, S. 113. 



N. 129—130. 

Die Besultate in diesen Nummern verdienen Beachtung, weil 
sie sich auf Sätze beziehen, die in einer grofsen Anzahl von Büchern 
schlecht aufgestellt und bewiesen werden. So sagt man häufig: 
der Grenzwert des Verhältnisses des Zuwachses in einer Funktion 
von mehreren Variabelen zu ihrem totalen Differential sei die Ein- 
heit (Sturm, Analyse, N. 102; Jordan, Analyse, N. 19, 22, etc.); 
und: in der Taylor'schen Formel für die Funktionen mehrerer 
Variabelen habe bei der Annäherung der Zuwächse der Variabelen 
an Null das Verhältnis des Eestes nach einem Glied zu dem Glied 
selbst Null zur Grenze (Jordan, Annal., N. 203; Serreb, Calcul, 
N. 134, 152, etc.; Bertrand, Calcul, I, S. 392). Vergl. auch 
Todhwnter, A ireatise on ühe differenHal calcidus, London 1878, 
S. 122 ff. 

Daus diese* Sätze unrichtig sind, geht offenbar aus den ver- 
schiedenen Theoremen in N. 130 hervor. Freilich setzen diese 
Autoren, wie z. B. bei der Taylor'schen Formel, oft voraus, dafs 
die Verhältnisse der Zuwächse der Variabelen unbestimmt bleiben; 
alsdann ist aber der Begriff der Grenze einer Funktion von mehreren 
Variabelen nicht mehr bestimmt. Übrigens nehmen sie bei den An- 
wendungen der Taylor'schen Formel auf die Maxima und Minima 
der Funktionen mehrerer Variabelen und auf die singulären Punkte 
der Kurven thatsächlich an, man könne eine Gröfse i} so be- 
stimmen, dafs, wenn man den Variabelen kleinere Zuwächse als i/ 
erteilt, das Verhältnis des Eestes nach einem Glied zu dem Glied 
selbst beständig kleiner als eine willkürlich festgesetzte Gröfse s 
bleibe, d. h. also sie legen dem Wort „Grenze" denselben Sinn bei, 
wie wir. 
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N. 133—136. 

Die Beweise für die Merkmale zum Erkennen der Maxima und 
Minima der Funktionen mehrerer Yariabelen, welche die meisten 
Bücher geben, beruhen auf dem* Satz, dafs in der Taylor'schen 
Formel für die Funktionen mehrerer Yariabelen das Verhältnis des 
nach einem beliebigen Glied bleibenden Eestes zu dem Glied selbst 
bei der Annäherung der Zuwächse der Yariabelen an Null zur 
Grenze Null habe. Dieser Satz ist im allgemeinen falsch, wenn 
das betrachtete Glied keine definite Form in Bezug auf die Zu- 
wächse der Yariabelen ist, und wenn es eine definite Form ist, 
so bedarf der Satz des Beweises. 

Unrichtig ist das von Serret, Cälculj S. 219 aufgestellte Kri- 
terium: „le maximum ou le minimum a lieu si, pour les valeurs 
de %, Ä;, . . . qui annulent d^f et d^f^ d^'f a constamment le 
signe — ou le signe -|- ." 

Um sich von der Unrichtigkeit dieses Satzes zu überzeugen^, 
betrachte man z. B. die ganze Funktion 

f(x, y) = {y'^ — ^px) {y^ — 2ga;), 

in der jp > ^ > ist. Setzt man aj^ = 0, ^o "^ ^> ^^ erhält man 

/•(Ä, h) = 4i?^Ä^ — 2(i? -f g) Ä Ä;2 -f Ä*. 

Das System der Glieder zweiten Grades ist positiv für alle 
Werte von h und Tc mit Ausnahme des Wertes Ä = 0, für welchen 
die Glieder dritten Grades verschwinden, und das Aggregat der 
Glieder vierten Grades ist positiv. Nach dem Kriterium Serrefs 
hätte also f(x^ y) für x = ein Minimum. Man erkennt aber 
leicht, dafs dies nicht der Fall ist. Man setze y^ = 2lx^ nähert 
sich dann x der Null, so strebt auch y der Null zu; man erhält 

fix, Y2Üc) = 4(1 —p) (l — q)xK 

Diese Gröfse ist ganz nach unserem Belieben positiv oder negativ, 
je nachdem l aufserhalb oder innerhalb des Intervalls (jp, q) liegt; 
die Funktion f nimmt daher in jeder Umgebung der Stelle (O, 0) 
positive und negative Werte an, d. h. also Werte, die gröfser und 
kleiner als f(0, O) = sind und f ist mithin weder ein Maximum 
noch ein Minimum. 

Denselben Irrtum begeht auch Bertrand, Cälcul, etc., S. 504 
und Todhmter, A tr. on the diff. calc, London 1878. 

N. 141 u. ff. 

Einen grofsen Teü der Sätze über die komplexen Yariabelen 
hat Cauchy aufgestellt und geordnet, Anal, älg,, Kap. 7 u. ff. 
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N. 145. 

Der Satz über die Multiplikation zweier unendlicher Eeihen 
ist auch unter anderen Bedingungen gültig. S. N. 160 am Ende; 
Fringsheim, Multiplikation bedingt Tconvergiermder Beihen^ Math. 
Ann. XXI; Mertens, CreWs Journal, Bd. 79, S. 182. 

N. 146. 

Die Beziehungen zwischen den trigonometrischen und Expo- 
nentialfunktionen verdankt man Joh, JBernouM, obwohl sie zuerst 
von Eukr, Introductio etc., S. 104 veröffentlicht wurden. 

N. 148. 

Historische Angaben über die hyperbolischen Funktionen findet 
man in einer Abhandlung Hoüel% Nouv, Ann., 1864, S. 417. 

N. 154. 

T^. -. ,. du dv , du dv . , -.. ,. 

Die Bedingunffen ö" = 0— imd ö"" = — 0— smd für die 
° ° dx oy dy ox 

Existenz der Derivierten nötig und ausreichend. Die Bedingungen 

3^u 3^u 3^v 3^v 

«—5 -[" ö— 8 = und K—i + 0-1 = sind ebenfalls nötig, aber 

nicht ausreichend, wie Könjgsberger irrtümlicher Weise behauptet, 
TÄ. d, ElUpüschm Fmkt, Leipzig 1874, S. 17 und 18. 

N. 160. 

Das Theorem auf S. 238 wurde von Ahel aufgestellt und be- 
wiesen, Oeuvres, I, S. 223. Der Beweis im Text ist mit dem 
-AfeeZ^schen identisch. Den Satz hat Frohenius etwas erweitert, Crelle's 
Jowrnal, Bd. 89, S. 262. 

N. 168. 

Die Integration rationaler algebraischer Funktionen mittelst 
Zerlegung in Partialbrüche verdankt man Jöh, BernouUi, Opera 
onrnia, Bd. 1, S. 393. Die Theorie wurde in der Folge verbessert 
und die Eegeln zur Bestimmung der konstanten Zähler (die nach 
Bernoulli dadurch bestimmt werden, daTs man die Nenner ver- 
schwinden läfst und die Koeffizienten derselben Potenzen von x 
einander gleich setzt) von Eider, Cauchy, etc. vereinfacht. 

N. 174. 

Fix) 
Die Zerleffunff des Bruches — , . ; , , in einfache Brüche hat 

Ihder behandelt, Bd. 1 der M^moires de Päershourg, 1809 und 
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Introducbio m Änälysin^ I, S. 23; Crelle's Journal Bd. 9 und 10; 
Clausen, ebenda, Bd. 8; Jacöbi^ ebenda, Bd. 15, S. 108. Siehe ancb 
Trudi^ Criornäle di Matern,^ Bd. 2, S. 225 und BalUer, Deter- 
minanten^ Leipzig 1875, S. 109. 

Die Zerlegung des Integrals einer rationalen Funktion in 
seinen rationalen und transcendenten Teil, wie es in dieser Nummer 
geschehen ist, verdankt man JTerwitfe, NouveUes Än/nales^ 1872, 
S. 145 und Ännales de ViJcole norm, sup,^ 2. Serie, 1872, Bd. 1, 
S. 214. 

N. 193. 

Diese Definition des bestimmten Integrals ist mit derjenigen 
gleichwertig, die Biemann gibt, Ges. Werke^ S. 213; doch scheint 
es etwas einfacher zu sein, das bestimmte Integral als die untere 
Grenze gewisser Summen und die obere Grenze anderer anzusehen, 
wie es als Grenze aufzufassen, welcher sich eine Summe nähert. 
Einen elementaren, im Text nicht gegebenen. Beweis des Satzes, 
dal's, wenn S^ = S^ ist, ihr gemeinschaftlicher Wert die Grenze 
ist, der die Summe in N. 192, Zus. zustrebt, findet man in einer 
Abhandlung des Verfassers in den AtH delV Äcc. delle Scienze di 
Torim, April 1883. 

N. 194—197. 

Von den vier Sätzen in N. 194 reichen die drei ersten, die 
sich schon bei EucUd vorfinden, aus, um die Gleichheit öder Un- 
gleichheit ebener Vielecke zu erkennen. Der vierte, dessen sich 
implicite auch Euclid bedient, wird klar als Postulat mehrere mal 
von Arehimedes aufgestellt: in seinen Büchern über die Kugd und 
den Cylinder^ Postulat 5, über die Spiralen^ in der Vorrede und 
speziell in der Vorrede zur Quadratur der Parabel -^ der Satz ist 
notwendig, um über die Gleichheit von Flächen entscheiden zu 
können, die sich nicht in kongruente Teile zerlegen lassen. Vergl. 
StoU^ Zur Geometrie der Alten ^ insbesondere über ein Axiom des 
Arehimedes^ Math. Ann., XXII; siehe auch De Zolt^ Principi deUa 
eguaglianza di poligoni^ Mailand. 

Unabhängig von jedem Postulat geht unter der Voraus- 
setzung, dafs man jede ebene von einem Polygon begrenzte Fläche 
zu messen versteht, aus N. 195 hervor: Nimmt man beliebig eine 

b 

Zahl an, die gröfser als / f(x) dx ist, so kann man eine poly- 

a 

gonale Fläche bilden, die von dieser Zahl gemessen wird und in 
ihrem Innern die gesuchte Fläche enthält, und nimmt man eine 
Zahl an, die kleiner als dieses Integral ist, so läfst sich eine 
polygonale Fläche bilden, die von dieser Zahl gemessen wird und 
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in dem Innern der gegebenen Fl&che liegt. Analog verhält es sich 
mit den Volumina und den Bogen von Linien. 
Man yergl. auch N. 4 des Textes. 

N. 200. 

Die Entwickelung von -^ in ein unendliches Produkt, das 

erste Beispiel unendlicher Produkte, wurde von Wallis (1616 — 
1703) gegeben, ArUhmäica infimtorum. 



Das Studinm des BegrifiiB der Zahl ist in den letzten Jahren 
besonders eifrig betrieben worden. Ein zn diesem Zweck eigens 
hergestelltes Hilfsmittel ist die „mathematische Logik ^S Wir 
halten es deshalb for zweckmälsig^ die beiden Anhänge hier folgen 
zu lassen, von denen der erste die mathematische Logik behandelt, 
welche später benutzt werden soll, und der zweite die wesent- 
lichsten Definitionen über die Zahlen enthält. 



Anhang I. 



Ober mathematisclie Logik. 

(Aus den Akten der Turiner Akademie der Wissenschaften, Bd. 32.) 

Schon seit vielen Jahren beschäftigt sich der Verfasser mit 
diesen änüserst interessanten Studien. In dem CoUcölo geometrico, 
precedtdo dalle operazioni della Logica deduUiva, 1888 gab er 
eine kurze Übersicht über die Untersuchungen Sdiröder's in seinem 
Operationslcreis des LogiMälMls^ 1877, sowie über die von Boole 
imd anderen Autoren. Er wies dann die Identität des Kalküls 
der Klassen, wie ihn diese Schriftsteller aufstellen, mit dem 
Kalkül der Lehrsätze nach, wie man ihn bei Peirce^ McCöll etc. 
findet. 

Im weiteren Verlauf dieser Untersuchungen in den ArWvme- 
tices principia, nova methodo exposita, 1889 gelang es, eine voll- 
ständige Analyse der Operationen der Logik zu erhalten und sie 
auf eine sehr beschränkte Anzahl zu reduzieren, die er mit den 
Symbolen: £, Q, =, ^, u, nu^ ^ bezeichnet hat. 

Als Eesultat dieser Zerlegung der Begriffe ergab sich die Her- 
stellung einer symbolischen oder ideographischen Schrift (Begriflfe- 
schnft), mit deren Hülfe sich alle Begriffe der Logik darstellen 
lassen. Ebenso liefse sich durch Einführung von Symbolen zur 
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Darstellnng der Begriffe anderer Wissenschaften jede Theorie symbo- 
lisch wiedergeben^). In dem kleinen Buche wurde zum ersten Mal 
eine ganze Lehre in Symbolen ausgedrückt; wir haben gerade diese 
Symbole gewählt, um das in der Arithmetik Definierbare von dem 
nicht Definierbaren, das Beweisbare von dem nicht Beweisbaren zu 
unterscheiden. 

Dasselbe analytische Hilfsmittel benützte der Verfasser auch 
in den späteren Werken: 

Principii di Geometria, logicammte esposti, Turin, Bocca, 1889. 

Demonstration de VinteffräbüitS des Squaiions differentieUes^ 
Mathematische AnnaJen, 1890, S. 182. 

Sm la definition de la limite d'tme foncHon, American Journal, 
1894, etc. 

Prof. Burali-Forti giebt in seiner Logica matematica^ Maüand, 
Höpli, 1894 eine Darstellung der neuen Methode und bedient 
sich ihrer in vielen Arbeiten, wie z. B.: 

Sülle classi derivate a destra e a sinistra, Akten der Turiner 
Akademie, 1894. 

SiU limite deUe classi variäbüi, ebenda, 1895. 

Sur quelques proprietes des ensembles d'ensenibles^ Mathe- 
matische Annalen, 1895, etc. 

Prof. jBm verwendet das nämliche Mittel in einer Beihe von 
Arbeiten, welche die oben genannte Akademie veröffentlichte, zur 
Analyse der Prinzipien der Geometrie der Lage. 

Seit einigen Jahren besteht eine Gesellschaft, welche das 
Formulaire de MaiMmatiqties herausgiebt, dessen IntrodtuMon 1894 
erschien. Der erste Band wurde 1892 begonnen und 1895 be- 
endigt. Das Werk ist dazu bestimmt, die Lehrsätze, Definitionen 
und Beweise verschiedener mathematischer Theorien in logischen 
Symbolen zu bringen. 

Mitarbeiter sind die Herren Vaüati, CasteUano, Bwali, Oiudice, 
Vivanti, Bettazzi und Fano, zu welchen noch andere kommen, die 
sich mit Beiträgen und Korrekturen beteiligen. Im Augenblick ist 
der zweite Band unter der Presse; viele Schwierigkeiten verzögern 
jedoch sein Erscheinen. 

Die Ideographie, wie sie sich aus dem Studium der mathe- 
matischen Logik ergiebt, ist nicht lediglich eine konventionelle 
abgekürzte Schreibweise oder Geschwindschreibung. Denn unsere 



1) Bis jetzt kann man mittelst der Ideographie oder Begriff- 
schrift die Sätze der Logik und einiger mathematischen speziell alge- 
braischen Theorien ausdrücken. Will man auch andere Theorien in 
Zeichen übertragen, so gehört dazu eine vollständige Analyse der auf- 
tretenden Begriffe und ihre Eeduktion auf Symbole. Die Ideographie 
zur Darstellung z. B. sämtlicher Sätze der Mathematik ist also erst 
teilweise hergestellt. 

Genoochi-Peano, D;£f.- u Integral-Bechnung. 22 
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Symbole stellen nicht Worte dar, sondern Begriffe. Man hat 
dämm dasselbe Symbol zu schreiben, wo derselbe Begriff auftritt, 
der in der gewöhnlichen Sprache benutzte Ausdruck mag sein wie 
er will; man hat verschiedene Symbole zu setzen, wenn auch 
vielleicht nur ein einziges Wort existiert, das seiner Stellung 
wegen verschiedene Begriffe ausdrückt Wir stellen also einen 
eindeutigen Zusammenhang zwischen den Begriffen und den Sym- 
bolen her, wie er in unseren Sprachen nicht besteht. Diese Ideo- 
graphie beruht auf Theoremen der Logik, welche nach und nach 
mit Leibniis beginnend bis in die neueste Zeit entdeckt wurden. 
Man kann die Form der Symbole ändern, d. h. die wenigen 
Zeichen, die zur Darstellung der Grundbegriffe dienen, aber zwei 
ihrem Wesen nach verschiedene Ideographien kann es nicht geben. 

Wir haben einige Arbeiten erwähnt, in welchen die Ideo- 
graphie benutzt wird, und werden sie, in soweit keine zwei ver- 
schiedenen Ideogi'aphien bestehen können, aus dem folgenden Grund 
als die unsrige in Anspruch nehmen. 

Herr (r. Frege^ Professor an der Universität zu Jena, dem 
wir interessante Arbeiten über mathematische Logik (von denen 
die erste 1879 erschien) verdanken, ist auch seinerseits und auf 
vollständig unabhängigem Weg^) in seinen Chrtindgesetzen der 
Arithmetik^ 1893 dazu gekommen, eine Eeihe von Sätzen über 
den Begriff der Zahl symbolisch darzustellen. Über dieses Buch 
schrieben wir einen kurzen Bericht in der Bivißta di MatemaUca^ 
1895, S. 122. Neuerdings hat nun derselbe Autor eine Abhand- 
lung: Über die Begriff schrift des Herrn Peano tmd meine eigene^ 
Berichte d. math.-phys. Classe der Gesellschaft etc. zu Leipzig, 6. Juli 
1896 veröffentlicht, worin er das Formular und seine Einleitung 
lediglich erwähnt, und bezweifelt, ob unsere Ideographie zum Aus- 
drücken auch nur von Sätzen brauchbar sei, während doch aus 
den oben angefahrten Arbeiten ihre Bedeutung als Mittel für 
Schlufsfolgerungen hervorgeht. 

Wir müssen die rein sachliche Art der Urteile des Herrn 
Frege in der erwähnten Schrift anerkennen; wenn wir auch in 
vielen Punkten miteinander übereinstimmen, so gehen doch unsere 
Ansichten über viele Fragen in Folge der verschiedenen Bedeutung, 
die wir bestimmten Worten und Symbolen beilegen, auseinander. 



1) Die Arbeiten Frege's sind unabhängig von denen der zahlreichen 
Schriftsteller über mathematische Logik. Man sehe z B. Symbölic 
Logic von Venn, London, 1894, S. 498. Wir sind daher nicht im Stande 
zu entscheiden, ob seine Ideographie vollständig ist oder nicht, d. h. 
ob seine in symbolischer Sprache ausgedrückten Sätze sich ohne den 
begleitenden Text verstehen lassen. Die Formeln Frege's sind, für 
uns wenigstens, weit schwieriger verständlich, als die der anderen 
Schriftsteller. 
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Betrachtet man die Ideographie aber auch nur als eine sym- 
bolische Schrift;, zu dem Zweck alle Sätze der Mathematik in kurzer 
und präziser Form darzustellen, so fällt auch dann schon ihre Bedeu- 
tung ins Auge. Das Kriterium, ob sie als Sprache dienen kann, 
entscheidet zugleich darüber, ob sie vollständig ist oder nicht. 

Zwischen den Begriffen der Logik bestehen zahlreiche Be- 
ziehungen, welche in den Theoremen oder Formeln der Logik 
ihren Ausdruck finden. Wir haben eine Sammlung der Fonmüe 
di Loffica matemaUca in der „Bivista di matematica'^, 1891 ver- 
öffentlicht. Durch neue Formeln und zahlreiche historische Hin- 
weise vervollständigt, die grofsen Teils dem Dr. Vaüaä zu 
verdanken sind, bildet sie den Teil I des Formulaire^ Bd. 1. 
Zahlreiche Zusätze sind uns von verschiedenen Korrespondenten 
angekündigt worden und eine neue .Auflage wird immer wün- 
schenswerter. 

Viele dieser Formeln haben nun die Gestalt von Gleichheiten, 
welche in dem einen Teil ein Zeichen haben, das in dem anderen 
entweder nicht oder doch in verschiedener Stellung vorkommt. 
So gestaltete Gleichheiten erlauben dieses Zeichen mittelst der 
anderen auszudrücken, d. Ik man kann die anderen als Definition 
dieses Zeichens ansehen. Auf diese Art lassen sich bei geeigneten 
Definitionen die Begriffe der Logik auf eine immer kleinere Anzahl 
von Grund- oder ursprünglichen Begriffen zurückführen, die man 
in der gewöhnlichen Sprache ausdrücken und durch Beispiele er- 
läutern muTs, die sich aber durch andere noch einfachere symbo- 
lisch nicht mehr darstellen lassen. Diese Beduktion der Begriffe 
der Logik auf Grundbegriffe bietet aber ernste Schwierigkeiten 
dar und es ist leichter, die Anzahl und Art disr zu Grunde 
liegenden Begriffe in der Arithmetik und Geometrie als in der 
Logik zu ermitteln. 

Wir werden im folgenden die Eeduktion der Begriffe der 
Logik auf ihre geringste Zahl behandeln. Nachdem die Bedeutung 
einiger Symbole mit Hülfe der gewöhnlichen Sprache festgestellt ist, 
sollen alle anderen Sätze nur in Symbolen geschrieben werden, ohne 
dafs ein Mifsverständis entstehen könnte oder dafs eine Erklärung 
durch Worte nötig wäre. Die Formeln für sich allein bilden also 
einen verständlichen Text. Jedoch wollen wir durch eingeschaltete 
Erläuterungen und Bemerkungen in gewöhnlicher Sprache das 
Verständnis zu erleichtern suchen. 

Die Grundbegriffe. 

Die hier folgenden Vereinbarungen, die wir mittelst der ge- 
wöhnlichen Sprache erklären müssen, stellen Grundbegriffe dar. 

1. Die Buchstaben a^h^ , . , x^y^ss bezeichnen beliebige Dinge, 
die sich ändern, wenn der Satz sich ändert. 

22* 
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2. Eine Formel wird durch Klammem oder auch durch Funkte 
in Teile zerlegt. So sind z. B. die Formeln 

a& . c, a . &c, ah . cd^ ah . cd : e . fg 

äquivalent mit 

(ab)c, aQ>c), (ab) (cd), [(ab) (cdy\[e(fff)l 

3. E oder Cls bedeutet „Elasse'S 

4. a sei eine K'^ x ea bedeutet „a; ist ein a^\ 

5. p und q seien Sätze, welche yariabele Buchstaben x, . . , e 
enthalten. Die Formel 

POxy..,»q 

bedeutet „oj, . . . j? mögen beliebige Werte haben; wenn sie der 
Bedingung p genügen, so genügen sie der Bedingung g". Die 
Indices an dem Zeichen Q kann man weglassen, wenn ein Mifs- 
yerständnis ausgeschlossen ist. 

6. pq bezeichnet die gleichzeitige Aufstellung der Sätze 
p und q. 

Die erste Vereinbarung über die variabelen Buchstaben ist 
uns aus der Algebra und Geometrie geläufig. Sie wurden schon 
von Aristoteles in der Logik benutzt. Es ist jedoch nötig, sie 
sowohl wie die über die Klammem hier aufzuf&hren, da wir alle 
Vereinbarungen, von denen wir Gebrauch machen, aufzählen wollen. 

Die durch unsere Symbole dargestellten Begriffe sind die 
einfachsten und haben nicht den genauen Wert der entsprechenden 
Ausdrücke der gewöhnlichen Sprache, welche kompliziertere Be- 
griffe darstellen. So kann man das Zeichen b lesen „ist ein" oder 
lateinisch „est'\ es stellt aber den Begriff dar, welchen der Aus- 
druck „est" hat, wenn man von der Art und Weise, der Zeit und 
der Person absixahiert. Da mithin die Symbole den Ausdrücken 
der gewöhnlichen Sprache nicht genau entsprechen, so lernt sieb 
der genaue Wert der Symbole besser und leichter aus Beispielen. 

Wir wollen die Beispiele der Arithmetik entnehmen und ge- 
brauchen dabei die Symbole 

N für „Zahl" (ganze und positive), 

Np für „Primzahl", 

NXa für „Vielfaches von a". 

Beispiele : 

7«Np, 126NX4, 

aeN . • ö (a + 1) (a + 2) fN X 6. 

„Es sei a eine Zahl; das Produkt a(a -{- 1) (a -^ 2) ist ein 
Vielfaches von 6." 

acNp . . (a — l)! + l«NXa. 
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„Ist a eine Primzahl, so ist der aufgeschriebene Ausdruck 
ein Vielfaches von a" (Wilson). 

An dem Zeichen Q hat man sich hier als Index den Buch- 
staben a hinzuzudenken. Diese Sätze bestehen aus drei Teilen, 
der Hypothese, dem Ableitungszeichen und der These. 

a?«N . a? < 17 . • i»^ — a? + 17 eNp . 

„Die ganze positive Zahl x mag sein, welche sie will; wenn 
sie nur kleiner als 17 ist, so stellt der Ausdruck x^ — x •\- 17 
immer eine Primzahl dar^^ (Legendre). 

acNp . ftcN . ft^cN X a . o . &eN X a. 

„Wenn das Quadrat der Zahl t ein Vielfaches der Primzahl 
a ist, so mufs auch h ein Vielfaches von a sein" (Euclid). 

Hier ist die Hypothese die gleichzeitige Aufstellung mehrerer 
Sätze. An dem Zeichen o hat man sich als Indices die Buch- 
staben a und h zu denken. 

Wir wollen jetzt ein Beispiel anführen, bei welchem schon 
die Hypothese das Ableitungszeichen enthält (die neuen arithme- 
tischen Zeichen, die dabei vorkommen, sind leicht zu verstehen): 

acN : a?€Np . Q« . uip {^t «) ^^q X 2 : o . a^N*. 

„Wenn a eine Zahl ist und wenn für jede Primzahl x der 
Exponent der höchsten Potenz von x^ welche in a enthalten ist, 
eine gerade Zahl (einschliefslich der Null) ist, so mufs a ein voll- 
kommenes Quadrat sein." 

Der richtige Gebrauch des Zeichens Q ist eng verbunden mit 
dem der variabelen Buchstaben. Da nach unseren Vereinbarungen 
die Buchstaben a, &, ... beliebige variabele Dinge darstellen, so 
mufs man in jedem Satz zuerst sagen, welcher Gattung von 
Dingen sie angehören. Der Satz 

hat daher für uns keinen Sinn, weil er unvollständig ist. Man 
mufs vorausschicken, welche Bedeutung die Buchstaben a und h 
haben und z. B. schreiben 

Wenn man, anstatt vorauszusetzen, a und h seien ganze 
Zahlen, annimmt, sie seien Brüche, irrational oder imaginär, so 
behält die These ihre Gültigkeit; sie wird aber falsch, wenn a 
und h nicht komplanare Quatemionen sind, und verliert jeden Sinn, 
wenn a und h Dinge bedeuten, für welche die Multiplikation nicht 
definiert worden ist. 

Man nennt in einer Formel einen variabelen Buchstaben 
scheinbar (apparente), wenn der Wert der Formel von dem 
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b 

yariabelen Buchstaben nicht abhängt. So ist z. B. in ff(x)dx 
der Buchstabe x scheinbar. a 

In jedem Satz sind die Buchstaben, die als Indices an dem 
Zeichen Q stehen oder als solche gedacht werden, scheinbar. So ist 

a;eNp . o» • mp(a;, a) «Nq X 2 

„fGür jeden Wert der Primzahl x ist der Exponent der höchsten 
Potenz von rc, die in a enthalten ist, eine gerade Zahl^' ein Satz, 
der eine Bedingung f£Lr a ausdrückt und nicht für den Buch- 
staben Xj den man durch y ersetzen kann, ohne die 'Bedingung 
zu ändern. 

Alle Buchstaben, die in einem Theorem vorkommen, sind 
scheinbar, weil das Theorem eine Wahrheit ausdruckt, die von 
den gebrauchten Buchstaben nicht abhängt. 

Wir haben uns längere Zeit bei dem Zeichen und den. 
bezüglichen Indices aufgehalten, weil eine Differenz zwischen Herrn 
Frege und uns in dem Gebrauch unserer Symbole besteht. 

Das Zeichen Q muTs nämlich bei uns seinem Wesen nach 
zwischen Sätzen stehen, welche yariabele Buchstaben enthalten. 

Herr Frege dagegen führt als Beispiele zum Zeichen Q die 
Sätze an 

2»= 4.0.3 + 7 = 10, 

2 > 3. 0.7^ = 0, 

worin das Zeichen o zwischen Sätzen steht, die yariabele Buch- 
staben nicht enthalten. 

Ebenso ist das Beispiel des Herrn Frege 

x> 2 ,0 ,x^>2 

nach unserer Ansicht nicht vollständig, weil man bei dem Ein- 
führen eines Buchstaben x zuerst sagen mufs, was er vorstellt. 
Man könnte sein Beispiel vervollständigen, wenn man z. B. schriebe: 

xe'N • a? > 2 . . ÄJ* > 2. 
Herr Frege betrachtet Ausdrücke von der Form 

welche sich ebenfalls in dem Formular nicht vorfinden, weil es 
bei einer Ableitung wohl vorkonmien kann, dafs die Hypothese 
Buchstaben enthält, die in der These nicht auftreten; niemals 
aber, dafs in der These Buchstaben sind, welche sich nicht in der 
Hypothese befinden. Ebenso kommt auch in dem Formular das 
Beispiel (2 > 3) = A des Herrn Frege nicht vor. 
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Definitionen« 

Dorcli Kombination der oben angegebenen Omndbezeichnungen 
lassen sich abgeleitete Begriffe zusammensetzen, die eine symbo- 
lische Definition znlassen. unter symbolischer Definition eines 
neuen Zeichens x verstehen wir die Vereinbarung, eine Gruppe 
von Zeichen, welche eine schon bekannte Bedeutung hat, x zu 
nennen; wir bezeichnen sie mit 

a? = a Def. 

Wenn das, was definiert wird, nämlich o?, yariabele Buch- 
staben enthält und es nötig ist, die Bedeutung dieser Buchstaben 
mittelst einer Hypothese zu beschränken, so nimmt die Definition 
die Form an 

Hypothese , . x = a Def. 

Die beiden Zeichen = und Def. müssen^ obgleich sie ge- 
trennt voneinander stehen, als ein einziges Symbol aufgefafst 
werden; es wird gelesen „ist der Definition nach gleich" oder 
„wollen wir nennen". 

Es sei a eine K; man hat häufig den Satz zu schreiben 
„o; und y sind a's"; wir wollen vereinbaren, diesen Satz symbo- 
lisch mit x^ysa zu bezeichnen. Da nun dieser Satz der Auf- 
stellung der beiden Sätze xsa .ysa äquivalent ist, so setzen wir 
als Definition: 

1) ubK . : ic, ysa . = . xea . ysa Def. 

Aus diesem Beispiel ergiebt sich klar das gemeinschaftliche 
Merkmal der Definitionen, dafs sie Abkürzungen sind; wer die 
Definition nicht anerkennen will, kann überall xsa . ysa an Stelle 
von x^ysa schreiben; die Ideographien, die man durch Einführung 
bez. Nichteinführung dieser Definition erhielte, wären ihrem Wesen 
nach durchaus nicht verschieden. Doch bietet die Definition eine 
nützliche Abkürzung; es empfiehlt sich daher sie anzunehmen. 

Xj y, esa bedeutet x, ysa . 0sa d. h. xsa . ysa . zsa. 

a und & seien K's. Wir wollen statt „jedes a ist &" schreiben 
aO& und können diese Schreibweise, wie folgt, symbolisch definieren: 

2) a, fefK . .". ao6 . = : xsa . Ox • äJ€6. Def. 

In der Formel xsa , ^x * ocsh „wenn x ein a ist, so ist x 
auch ein t" ist der Buchstabe o;, der als Index an dem Zeichen Q 
auftritt, ein schembarer Buchstabe, d. h. der Wert dieses Satzes 
hängt von x nicht ab; er drückt vielmehr eine Beziehung zwischen 
den Buchstaben a und h aus, die wir nach unserer Vereinbarung 
mit ao& bezeichnen und dabei den scheinbaren Buchstaben x 
weglassen. 
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Das Zeichen Q zwischen Klassen kann „ist enthalten'^ zwischen 
Sätzen „ergiebt sich^' gelesen werden. Daraus, dais es auf ver- 
schiedene Art gelesen werden kann, folgt nicht, dafs es verschiedene 
Bedeutung hat, sondern nur, dafs die gewöhnliche Sprache mehrere 
Ausdrücke hat, um denselben Begriff darzustellen. Der Ausdruck, 
welcher am besten dem Zeichen Q in seinen verschiedenen Stel- 
lungen entspräche, wäre vielleicht „folglich" oder „daher". 

Das Beispiel: 

Nx6oNX2 

„jedes Vielfache von 6 ist ein Vielfaches von 2" oder auch 
„Vielfaches von 6, folglich Vielfaches von 2" ist eine Anwendung 
der Definition 2. Will man diese Definition nicht benutzen, so 
kann man denselben Satz auch schreiben: 

aJcNxe . . a?6Nx2. 

„Wenn x ein Vielfaches von 6 ist, so ist x ein Vielfaches von 2." 
An dem Zeichen Q hat man sich den Index x hinzuzudenken. 

a sei eine K; schreibt man das Zeichen X€ davor^ so ergiebt 
sich der Satz xsa, welcher den variabelen Buchstaben x enthält. 

Wenn umgekehrt p» ein Satz ist, der den variabelen Buch- 
staben X enthält, so wollen wir unter xipx die Klasse der x ver- 
stehen, welche der Bedingung px genügen. Nennt man mithin 
diese Klasse a, d. h. also, setzt man 

a = xspx, 
so ist der- Satz px gleichbedeutend mit xea 

X€a . =a . JPa;. 

Das über xs stehende Zeichen — ist das Inversionszeichen, 
weil diese Vereinbarung ein spezieller Fall einer anderen über die 
Funktionen ist. Das ganze Zeichen xs kann man lesen „die x, 
welche". In dem Ausdruck xspx ist der Buchstabe x scheinbar. 

Will man diesen Satz in Symbolen ausdrücken, so mufs man, 
weil Symbole nicht gebildet sind, um auszudrücken „j?^ sei ein 
Satz, der den variabelen Buchstaben x enthält", annehmen, der 
Satz Px sei auf die Form xea reduziert, worin a eine K ist; wir 
setzen daher: 

3) asK . .X6 (xsa) = a Def. 

„Es sei a eine Klasse; setzt man alsdann das Zeichen Fi vor 
den Satz xsa, so erhält man wieder die Klasse a." Diese Defi- 
nition drückt in der That das erste Olied, welches noch keine 
Bedeutung hat, durch das zweite aus. Jedoch scheint es, als ob 
sie eine lange Bezeichnung an Stelle einer kurzen setze. Das 
kommt daher, weil der Satz, der x enthält, in der Form xsa 
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geschrieben wurde. Schreibt man ihn in anderer Gestalt, so ist 
die Definition eine wirkliche Vereinfachung^). 

a und h seien E's. Mit ar^b oder auch einfach nur mit ab 
wird die Klasse von Dingen bezeichnet, die zu gleicher Zeit a 
und b sind. Das Zeichen ^ entspricht ungefähr dem Yerbindungs- 
wort „und^'; die Operation, welche es darstellt, heiCst auch logische 
MidUpUJcaMon. 

Diese Operation läfst sich definieren 

4) a, bsK . . a5 = ü (xbu . xsb) Def. 

„Wenn a und b Klassen sind, so versteht man unter a& die 
Gesamtheit der o?, welche der Bedingung xsa . xsb genügen.'^ 

Operiert man mit dem Zeichen xs a,n beiden Gliedern £eser 
Gleichung, so erhält man: 

a, beK . Q : xsab , = . xsa . xsb. 

„Sagt man, x sei ein a&, so heilst das so viel, als x ist ein 
a und X ist ein b.^*' Jedoch kann diese Gleichheit nicht als Defi- 
nition des Symbols ab gelten, sondern nur der ganzen Schreib- 
weise xsab. 

Auf diese Art ist die logische Multiplikation der Elassen 
definiert worden durch die gleichzeitige Aufstellung der logischen 
Multiplikation der Sätze, welche als Grundbegriff angenommen wurde, 
und mittelst des Zeichens ii, das definiert worden ist (Def. 3). 
Es ist uns jedoch nicht gelungen, die Bedeutung des Zeichens ab 
ohne Benutzung der Def. 3 zu erklären. 

Beispiel: 

Npn(4N + 1)oN2 + N^ 

„Jede Primzahl von der Form 4ir+ 1, worin a; ein N be- 
deutet, ist die Summe zweier Quadrate." Will man die ein- 
gef&hrten Definitionen nicht benutzen, sondern nur Grundbegriffe, 
so würde man diesen Satz zu schreiben haben 

aJcNp . aj£4N +1.0- «^«N^ + N^ 

Wir geben nun die folgende Definition 

5) a, beK . q : a = 5 . = . a^b , b^a Def. 

„Es seien a und b Elassen; man sagt, es sei a = &, wenn 
jedes a ein b ist und jedes b ein a." In dieser Definition befindet 
sich auf der einen Seite das Zeichen = zwischen Elassen und 
soll definiert werden; auf der anderen tritt das Zeichen nicht 
auf. Die beiden Seiten sind durch das Zeichen »= verbunden, 



1) Statt xsp^ kann man des bequemeren Druckenjs wegen auch 
XBPgg schreiben. 
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dieses hat man sich aber mit dem Zeichen Def. so yerbonden zu 
denken, dals die beiden Zeichen = Def. nnr ein einziges yor- 
stellen. So ist es nnr ein scheinbarer Zirkelschlnfs, wenn man 
das Zeichen »» durch die Benutzung desselben Zeichens definiert. 
Die folgenden Sfttze yerdienen Beachtung: 

a, 5, csK . . aa = a 

ab = ha 

a{bc) = {ah)c. 

Sie wurden in Worten schon yon Leibniz (Opera phüosophica^ 
S. 98) aufgestellt und in Symbolen yon Boole^ 1854, S. 29, 31 
wenigstens bis auf die Bedeutung der Buchstaben, die damals 
noch mittelst der gewöhnlichen Sprache erklärt werden mu&te. 
Beispiel: 

(NX2)n(Nx3) = (NX6). 

Das Zeichen A zwischen Blassen bedeutet die Klasse Null, 
d. h. diejenige, welche kein Indiyiduum enthält. Man kann folgender- 
mafsen definieren: 

6) asK . •*• öJ = A • = : ^«K . 06 . «0^. Def. 

„a sei eine Klasse. Man sagt, die Klasse a sei Null, wenn 
für jede beliebige Klasse 5, a in & enthalten ist.^^ 

Der Satz hsK . Qi, . aQh enthält den scheinbaren Buchstaben 
b und ist daher eine Bedingung nur für a; wir können deshalb 
yereinbaren, sie mit der Schreibweise a = A zu bezeichnen, worin 
nur der Buchstabe a auftritt. 

Man beachte, dafs nur der Satz a »= A definiert worden ist, 
dafs man daher für den Augenblick noch den Komplex yon Zeichen 
=s A ^s 6U1 einziges Zeichen betrachten muTs. Diese Bezeich- 
nungsart ist jedoch yon Vorteil, weil die Bedingung a =» A sich 
wie eine Gleichheit yerhält; d. h. man kann die Sätze beweisen: 

a, bsK .a = A.^ = A-0-öt=*&, 
„ .a = 6.& = A-0-öt = A' 

Das Zeichen A ^^^ ^^^^ ^^s jetzt noch nicht definiert, d. h. 
man kann noch keine Gleichheit bilden, deren eine Seite A ^st 
und deren andere eine Gruppe bekannter Bezeichnungen bildet. 

Analog dem Zeichen a k^nn man auch das Zeichen Y (Alles) 
einfeLhren: 

asK . .*• ö^ =V- = : ^«K . Ob^D(^' 

Das Zeichen Y hat jedoch keinen praktischen Nutzen und 
kommt im Formular überhaupt nicht yor. 
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Beispiel: 

„Eubikzahlen, welche zugleich die Summe zweier Eubikzahlen 
sind, existieren nicht." Will man diesen Satz durch die Grund- 
begriffe allein ausdrücken, ohne die Definitionen zu gebrauchen, 
so lautet er: 

aJcN' . a;€N* -j- N'J. asK . o . xea. 

a und h seien Klassen; a^jh bezeichnet die kleinste Elasse, 
die a und h enthält. Das Zeichen w wird „oder" gelesen; die 
durch dieses Zeichen angegebene Operation heifst logische Addition. 

Es läJjst sich durch die früheren Symbole auf die folgende 
Art definieren: 

8) a, hsK . . a^h = xe (ceK . aQc . b^c . Qe • «J^c). Def. 

„Wenn a und h die angegebene Bedeutung haben, so be- 
zeichnet aw& die Gesamtheit der Individuen, die jeder Elasse c 
angehören, welche die beiden Elassen a und h enthält." 

Man hat: 

a, &, csK . aoc . hoc . o . aw&oc {Le^bniz, S. 96) 
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Diese Formel drückt die distributive Eigenschaft der logischen 
Multiplikation in Bezug auf die Addition aus; die Eigenschaft 
wurde von Lambert^ 1781 erkannt. 

BeisDiel : 

Npn(3 + N)o(6N — l)u(6N + l). 

Dieser Satz lälst sich ohne Benutzung der Def. 8) auf folgende 
Art darstellen: 

a?€Np . a; > 3 . acE . 6N — iQa . 6N + loa . o . xta. 

Wenn a eine Elasse ist, so versteht man unter <-^a die 
Elasse der nicht a, die sich, wie folgt, definieren läfst: 

9) acE . . f^a = "öTe^heK . a\jh = V . Qö . xsh) Def. 

„Unter f^a verstehen wir die Gesamtheit der o?, welche jeder 
Elasse h angehören, die mit a zusammen als Summe das Ganze 
ergiebt." 

Die Negation wird so mittelst der Zeichen v> und Y aus- 
gedrückt. Von den vielen Identitäten, die es giebt, erwähnen wir 
die beiden: 

a, hsK . • '^ (ayjh) = Q^ci) ^ (f^b) 

{ar\b) = (~a)u(oo5)^ 



ro 



348 Anhang I. Über mathematische Logik. 

welche De Morgan^ 1858 (mit AusschluTs der Bedeutung der 
Buchstaben) in Symbolen ausgedrückt hat. 
Aus der ersten ergieht sich 

a, ftcK . . auft = oo[(r^a)^(~6)], 

welche man als Definition des Zeichens u durch die Zeichen '^ 
und ^ henutzen könnte; so war es in der That in dem Formular 
geschehen; die jetzt getroffene Wahl fuhrt aber zu einer weiteren 
Reduktion. 

Die Zeichen und ^ können sich zwischen Sätzen befinden 
oder zwischen Klassen; die Bedeutung des zweiten wurde aus der 
des ersten mittelst der Definitionen 2 und 4 abgeleitet. Die 
Zeichen =, ^^ u, n^, die nur für Elassen definiert sind, erscheinen 
auch zwischen Sätzen und werden dann, wie folgt, erklärt: 

10) a^bsK.Q.'.xsa. =« . xej) : = : au« a . Q^ajcft : xsb . 0« fl?ea Def. 

oder auch 

„ „ „ = . a =s 0, 

„Wir sagen, zwei Bedingungssätze far x nämlich x$a und 
xsb seien in Bezug auf x äquivalent, wenn aus dem ersten der 
zweite folgt und umgekehrt, oder, was dasselbe bedeutet, wenn 
die Elassen a und b gleich sind.'^ 

Die Zeichen Q und = haben eine andere Stellung, die häufig 
Yorkommt, und die wir, wie folgt, definieren: 

1 1) a, 5, csK . : : xsa . Qx > «?« & . . äjcc . '. = : xsa .xsb,Qx* sobc 

oder auch 

„ „ „ „ =a&oc Def. 

„Wenn a, &, c Elassen sind, so sagen wir, aus xea folge in 
Bezug auf x^ dafs xtb aus xbc folgt, wenn aus xea und aus xeb 
sich XBC ergiebt, das heifst, wenn die Elasse ab m c enthalten ist." 

12) a,&, C€E.O::a;6a.Oa.:aJ€6. = .a;£C.'. = .a6o^'ötco& Def. 

„Wir sagen femer, wenn xbü besteht, sei die Bedingung xsb 
äquivalent der Bedingung xbc, falls bei der Hypothese XBa sich 
aus XBb ergiebt xbc und umgekehrt, das heifst, wenn ab^c und 
'acQb,'' 

13) asK . .*. xea . =« A • = •<* = A I^ef. 

„a sei eine Elasse; wir sagen, der Satz XBa sei in Bezug 
auf die Yariabele x absurd, und schreiben dies, wie in der Formel, 
wenn die Klasse a Null ist." 

14) a^bBlS, , Q\XBa .^ .XBb ,=^ ,XBa^b Def. 

„Wir schreiben xbü .^ , xsb und lesen dies x ist ein a oder 
X ist ein b statt x ist ein a oder &." 
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15) aeK . Q : <^(xsa) . =^ . xsf^a, Def. 

Hier wird die Negation eines Satzes durch die Negation einer 
Klasse ausgedrückt. 

Bei den vorstehenden Definitionen ist die linke Seite kom- 
plizierter als die rechte, weil die Sätze, an denen wir operieren, 
in der Form xea ausgedrückt sind. 

Zur Vermeidung von Klammem setzt man das Zeichen f^ 
häufig vor das Beziehungszeichen, wie z. B. 

16) aeK . Q : x^sa , = . ^ (xea) Def. 

17) x^ = y . = . oo (a? = y) Def. 

um einigen der aufgeführten Definitionen die allgemeine Gel- 
tung geben zu können, die wir in unseren Formeln nötig haben, 
müssen wir den Begriff des Paares einführen. 

(x] y) bezeichnet das Paar, das von den Dingen x und y 
gebildet wird. 

Dieses Paar wird als ein neues Ding betrachtet. In dem 
Formular ist statt {x\ y) einfach (x, y) geschrieben worden, da 
in der Anwendung die Gefahr einer Verwechselung mit der Defi- 
nition 1* nicht besteht. 

Der Begriff des Paares ist ein Grundbegriff, das heilst, wir 
sind nicht im stände, ihn durch die früheren Symbole auszudrücken. 
Jedoch können wir die Gleichheit zweier Paare definieren: 

18) (x] y) = (a-, b) , = . X = a . y = b Def. 

„Das Paar (x^y) heifst dem Paar (a; 6) gleich, wenn ihre 
Elemente der Ordnxmg nach gleich sind." 

Mit Hülfe des Begriffs des Paares können wir einige wichtige 
Regeln für Schlufsfolgemngen, die wir in früheren Arbeiten in 
gewöhnlicher Sprache erklärt hatten, jetzt vollständig in Symbolen 
ausdrücken, wie z. B. 

a,b^C6K:xsa.{x]y)eb,0x,y'(x'^y)sc:Qr,xsa,0x'{x'^y)^'b'0y'{^]y)^(^' 

^^a^b^c seien Klassen. Wir nehmen an, für jedes beliebige 
X und y gehöre, wenn x der Klasse a angehört, und das Paar 
{x\y) der Klasse &, das letztere Paar der Klasse c an. Alsdann 
folgt, dafs für jedes beliebige x^ wenn es nur ein a ist, und für 
jedes beliebige y^ wenn nur das Paar {x\ y) der Bedingung b ge- 
nügt, das Paar (x-, y) die Bedingung c erfüllt." 

Diese Regel für Schlufsfolgemngen heifst „die Hypothesen 
separieren". Auch der umgekehrte Satz ist gültig. 

Beispiel: 

acN . ^«N X a . ceN X 5 . . ceN X a. 
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Hier muJGs man sich an dem Zeichen Q die Indices a^h, c 
hinzudenken. Separiert man die Hypothesen in Bezug auf a und 
&, so erhält man 

aslS . hslS X a . •• ^«N Xh . Qe - celS X a. 

Bei dem ersten der Zeichen Q hat man die Indices a und 
h zu ergänzen; das zweite trägt den Index c. Nach. Def. 2 kann 
man auch schreiben: 

aaN . helSXa . . NXtQNXa. 

Das Tripel oder die Teme {x-^y; e) kann man als ein aus 
(x'^ y) und e gebildetes Paar ansehen. 

Die Definitionen 10) — 15) drücken Operationen an Sätzen Ton 
der Form XBa aus, die nur einen veränderlichen Buchstaben x 
enthalten. Wir können aber annehmen x stelle ein Paar, eine 
Teme, d. h. irgend ein System von Buchstaben dar; nimmt man 
daher den Begriff des Paares hinzu, so drücken diese Definitionen 
Operationen an beliebigen Bedingungssätzen aus. 

Der Satz af^ = A) worin a eine Elasse ist, heilst also „die 
a existieren^^ Da nun diese Beziehung sehr häufig vorkommt, so 
halten es verschiedene Mitarbeiter für empfehlenswert, sie durch ein 
einziges Zeichen auszudrücken, statt die ganze Gruppe nu = j^ 
zu verwenden. Wer der Ansicht ist, könnte z. B. setzen 

19) aeK . o : ga . = . a^ = A ^^^^ 

Beispiel: 

aN^n(N« + N«). 

„Es existieren Quadrate, welche die Summe von Quadraten sind.^^ 
Das Zeichen = ist für den Fall schon definiert worden^ 

wenn es zwischen zwei Klassen, zwei Sätzen, zwei Paaren steht; 

in der Mathematik wird es immer von neuem definiert, wenn es 

sich zwischen neu eingeführten Dingen befindet. 
Man kann die allgemeine Definition geben: 

20) X = y , = : aeK . xea , Oa - y = a- Def. 

„Wir sagen, das Ding x sei dem Ding y gleich, wenn jede 
Elasse a, welche x enthält, auch y enthält." 

Wir müssen jedoch noch zeigen, wie die verschiedenen spe- 
ziellen Definitionen in diese eine sich einfügen. 

Ist X irgend ein beliebiges Ding, so versteht man unter i.x 
die Elasse, welche aus diesem einen Ding allein gebildet ist: 

21) ix=^yl(jß = x) Def. 

„Unter ix versteht man die Gesamtheit der ^, welche der 
Bedingung y = x genügen." 
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Man hat die Gleichheiten 

aeK . . xsa , = . ixQa 
„ xs<^a . = . ix^a = j^ 

„ x^yea , = , ixyjiy^a^ 

welche die Sätze xsa und xe^^a durch andere ausdrucken, in 
denen die Zeichen s, r^ nicht vorkommen. 

Umgekehrt sei a eine Klasse, welche nur ein Individuum 
enthält, d. h., es mögen solche a existieren, dafs zwei Individuen 
X und p von a, wie man sie auch nehmen möge, stets gleich 
seien. Alsdann bezeichnen wir dieses Individuum mit za oder ia. 
Man hat daher 

22) asK, aa:a?,y€a.Oa;y .Ä; = y:0:a; = ia. = .a = tir Def. 

Diese Definition giebt in Wirklichkeit die Bedeutung der 
ganzen Formel x = la und nicht der Gruppe la allein. Jeder 
Satz aber, der la enthält, läfst sich auf die Form laeh^ worin h 
eine Erlasse ist, reduzieren und diese Form auf aQh^ worin das 
Zeichen i verschwunden ist, wenn es auch nicht gelingt eine 
Gleichheit zu bilden, deren eine Seite la und deren andere eine 
Gruppe bekannter Zeichen ist. 

Beispiel: 

a, bslS .a<&.0.^ — « = il^^xi (^a -\- x= h). 

„Wenn a und h Zahlen sind, und a <Ch ist, so bezeichnet 
h — a die ganze Zahl, die zu a hinzugefügt h ergiebt." 

Die Def. 6 giebt die Bedeutung des ganzen Symbols = A; 
das Symbol ^ ^'Uein läfst sich definieren: 

^ = zK^öi (^fK . Oft . CLO^) 
oder auch 

^ = iFs {aeK , [)a a f^ a = x). 

„Null ist der allgemeine Wert des Ausdrucks a<^a^ welche 
Klasse a auch sein mag." 
Man hat auch 

asK . 13 . n^a = iKr^xs[ar^x = a • <^^^ = V]. 

„Wenn a eine Klasse ist, so giebt <^a diejenige Klasse x an, 
welche mit a multipliziert Null und zu a addiert das Ganze giebt." 

Diese Definition der Negation von a drückt Schröder^ Algebra 
derLogik^ 1891, S. 32 zum Teil in Symbolen zum Teil in Worten aus. 

Wir wollen noch die Ausdrücke Korrespondenz oder Funktion 
f und j definieren. 

23) a, bsK . o .*. uebfa . = : xea . Qx . uxsb. 
23') „ . .*. weajö . = : icea . Oa; . a?t*a?>. 



352 Anhang I. Über mathematisclie Logik. 

„Wenn a und h EQassen sind, so sagen wir u sei ein hia 
oder ein aj&, wenn man dadurch, dafs man das Zeichen u Tor 
oder hinter ein beliebiges Individuum der EQasse a setzt, h erhält/' 

Die Korrespondenz der Ähnlichkeit läfst sich definieren: 

24) a,5«K.o.'./*e(5fa)sim.==:/*€&fa:aj,y€a.a!;'^=y.O«y./*i»J'^~/y. 

Die reziproke Korrespondenz: 

25) a,6gK.o.*./*6(&fa)rcp.a=:/'a(6fa)sim:ye60y.aic«(ajga./'ia«ay) 

und schliefslich die Zahl: 

26) a, tfK . : Num a = Num 5 . = . a (&f a) rcp. 

„Wir sagen die Zahl der a sei der Zahl der h gleich, wenn 
eine reziproke Korrespondenz zwischen den a und & existiert/^ 

Aus diesem Allem folgt nun: 

Kommt man über gewisse Symbole überein, die durch die 
gewöhnliche Sprache erklärt werden und Begri£Ee darstellen, die 
wir primitive oder Grundbegriffe nennen, so läfst sich, wie vnr es 
gethan haben, die symbolische Definition aller Zeichen geben, die 
in der mathematischen Logik vorkommen. 

Wir sind aber der Ansicht, dafs auf diesem Gebiet noch viel 
zu thun ist. Man kann suchen, die Anzahl der für primitiv ge- 
haltenen Begriffe weiter zu reducieren oder kann andere Wege 
einschlagen, indem man zu Grundbegriffen eine andere Gruppe 
von Begriffen nimmt und auf diese Weise irgend einer Verein- 
fachung erstrebt. 

Die zahlreichen Gleichheiten der Logik, die man kennt und 
die man noch finden kann, gestatten bei dem Klassificieren der 
Symbole der Logik verschiedene Richtungen zu verfolgen. 

Es würde nun die Klassifikation der Sätze der Logik in 
primitive und abgeleitete ein längeres Studium erfordern. Wir 
begnügen uns jedoch hier damit, die Aufmerksamkeit auf diese im 
höchsten Grad wertvollen und interessanten Studien gelenkt zu haben. 
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Definitionen der Arithmetik. 

(Auszug aus dem Formulaire de Mathdmatiques, Bd. 2, § 2.) 

Grundbegriffe. 

1^ = „Null." 

2^ Nq = „eine ganze, positive Zahl oder Null." 

3) aeNß . . a -|- == „die auf a folgende Zahl." 



Gmndsätze. 



1") OcNo- 



3) a, &£Nq . (a +) = Q> -{-) . . a = &. 

4; acNß . . (a -f-) r^ = 0. 

5) 5aCls . Obs : ices . Oa; . (iz; +) es : • NqQS. 

Die drei ersten Nummern drücken durch die gewöhnliche 
Sprache die Bedeutung der Symbole Nq, +? ^ *^s. 

Die durch diese Symbole dargestellten Grundbegriffe werden 
durch fünf Grundsätze bestimmt, aus welchen sich alle Sätze der 
Arithmetik ergeben. 

Wir wollen das Zeichen Nq „Zahl" lesen, obwohl dieses Wort 
verschiedene Bedeutungen hat. 

Das Zeichen Nq stellt, obwohl es mit zwei Zeichen gedruckt 
ist, einen einfachen Begriff dar. Die Zahlen, die mit 1 beginnen, 
bezeichnen wir mit N^^. 

Nach der Schule des Pythagoras ist die erste Zahl 2. Das 
Wort „-^^t^ftog" des Euclid ist daher mit Nq + 2 zu übersetzen. 

Das Zeichen -{- stellt vorerst den einfachen Begriff des 
„Folgenden" dar. Später soll es die Summe bezeichnen, wie es 
der gewöhnliche Gebrauch ist. 

Bei dem Lesen der Sätze empfiehlt es sich, möglichst sich 
der gewöhnlichen Sprache zu nähern. Man wird z. B. die Grund- 
sätze (Pp)^) lesen: 

1) Pp Abkürzung für Proposizioni primitive, 

Oenocchi-Peano, DlfT.- u. Integral-Rechnung. 23 
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fPn „0 ist eine Zahl." 

(P2) ,^s sei a eine Zahl; die darauf folgende ist auch eine 
bestimmte ZahL" 

(P3) „Wenn auf zwei Zahlen a und h dieselbe Zahl folgt, 
so sind sie gleich." 

(P4) „Die Zahl, welche auf eine beliebige Zahl folgt, ist 
niemals 0." 

(P5) „^ sei eine Klasse: wir wollen annehmen, gehöre dieser 
Klasse an, und jedesmal, wenn ein Individuum x dieser Klasse 
angehört, gehöre auch das ihm folgende ihr an; alsdann gehören 
alle Zahlen dieser Klasse an." Diese Pp heilst Inductionsprinzip. 
Man kann sie auch lesen: „Wenn ein Satz fOr die Zahl gilt 
und wenn er, f&r die Zahl x geltend, auch f&r die Zahl (x -{-) 
seine Gültigkeit behält, so gilt er allgemein." 



Definition der 

1=0+. 2 = 1 +.3 = 2+. 4 = 3+. 5 = 4+. 

6 = 5+. 7 = 6+. 8 = 7+. 9 = 8+. X = 9+. 

Wir haben zu den Ziffern 0, 1 ... 9 das Zeichen X der 
Bömer hinzugefügt, um die Zahl „zehn" anzugeben; wir haben es 
so lange nötig, ^bis wir Vereinbarungen über das Zählen getroffen 
haben, welche notwendiger Weise erst der Multiplikation und dem 
Erheben auf eine Potenz folgen können. 

Definition der Siunnie zweier Nq 

a, hsl^Q . 0- 

1) a + = a . 

2) a + (&+) = (a +&)+ . 

Diese P geben durch Induction die Definition der Summe 
a + &. 

„a + bedeutet a und wenn man die Bedeutung von a + & 
für einen gewissen Werth von h kennt, so versteht man unter 
a + (t +) die auf a + 6 folgende Zahl." 

Wenn man in. 2), h = setzt, so erhält man zuerst die Be- 
deutung von a + 1; setzt man 5 = 1, so ergiebt sich der Wert 
von a + 2, etc. 

Verallgenieinerung. 

seCls . ussjs . ass . ^cNq . {). 

1) auO = a. 

2) au(h +) = {au'b)u. 

(PI) „5 sei eine Klasse; u eine Transformation der ^ in 5; 
a sei ein s und h eine Zahl. Alsdann bedeutet auO soviel wie a.'^ 
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(P2) „unter au(h -{-) verstehen wir das, was man erhält, 
wenn man an auh noch einmal mit dem Zeichen u operiert." 

Setzt man in P2, & = 0, so erhält man au\ ^^ au; setzt 
man & =» 1, so wird au2 = (au)u^ au3 «» auuu^ n. s. w. Daraus 
folgt durch Induktion die Bedeutung von auh fär jede heliebige 
Zahl h, Ninunt man z. B. als Klasse s die N^ und als Operation 
u die Operation -(' (^^^ folgende), so erhält man, wie zuTor 

a + = a, a-|-l=a +) a + 2 = a -] — |-, . . . 

Die Formel auh muTs, wenn es nötig ist, in a(uh) zerlegt 
werden. Wenn daher u eine bestinunte Operation in der Klasse s 
ist, so ergiebt sich f&r jede beliebige Zahl h die neue Operation 
uh^ welche man „die &mal wiederholte Operation u" nennt. 

Definition von N^ (einer Zahl, die gröfser als ist): 

Ni = No + . 

Statt N^^, einer auf irgend ein Nq folgenden Zahl, findet 
man in manchen Arbeiten N geschrieben. 
Definition der Differenz: 

as'N^ . hsa + Nq . o • 

h — a = ^ [N^^^ica (rc -j- a = h)], 

„Es sei a eine Zahl und h eine Zahl gröfser als a oder 
gleich a. Man bezeichnet mit h — a die Zahl x^ welche der 
Gleichung a; -}- a = & genügt." 

Daraus läfst sich ableiten 

+ a€NojNo. 

— a€(a + No)jNo. 

„Es sei a eine Zahl, alsdann ist — a eine Operation, welche 
an einer Zahl ausgefilhrt, die nicht kleiner als a ist, eine Zahl 
erzeugt. 

Man kann sie mit der vorhergehenden Formel vergleichen, 
welche aussagt, dals -{- a, d. h. die Operation -j-, amal wieder- 
holt, ein NqJNq ist. 

Die Zeichen + N^ und — Nq entsprechen etwa den Worten 
„positive Zahl" und „negative Zahl"; sie stellen sich als Opera- 
tionen j dar. Das Zeichen -j- a ist gleichwertig mit dem Aus- 
druck „a hinzufügen" und — a bedeutet „a wegnehmen". 

Definition von n (einer ganzen positiven oder negativen Zahl): 

n = + NQV — Nq. 
Definition der Gleichheit zweier n: 

x,yen,o.\ 

a; = y . = : mcNq . m + oj, t* -}- yelS^ . Ou . w + a; = m + y. 

23* 
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„Zwei ganze Zahlen x und y sind nach der Definition gleich, 
wenn für jede positive Zahl w, w + a; = m -|- y ist, vorausgesetzt, 
dals diese Operationen in natürlichen Zahlen möglich sind/^ 

Definition der Summe zweier n: 

= »U'^jers [ub'Nq . w + ^j ^ + ^ + y^^o • Ou • w + ^ + ^ = ^ + ^]. 
Eoincidenz von n und Nq: 

«cNq . . a = + a. 

Diese Definition besagt, dafs wir dem gewöhnlichen Gebrauch 
entsprechend die Vereinbarung treffen, mit demselben Zeichen die 
beiden verschiedenen Dinge a und -j- a darzustellen. Man braucht 
offenbar diese Eoincidenz nicht anzimehmen. 

Definition des Produkts zweier NqI 

a, bs^^ . . a X 6 = [(+ a) b] . 

„a und h seien Zahlen; unter aXh oder ab versteht man 
dasjenige, was sich ergiebt, wenn an die Operation -f- a, bmal 
ausgeführt wird." 

Definition des Produkts zweier n: 

aen . be'^Q , Q , aXb = [(+ o) b] . 
„ „ . . a X (— 5) = [(— a)b]. 

Definition des Verhältnisses zweier N^: 

acNj . fteNi X a . . b/a = ^Nj r\x3(x'X a = b), 

„Es sei a eine Zahl, die nicht Null ist, und b ein Vielfaches 
von a; „& dividiert durch a'* bezeichnet die Zahl a?, welche der 
Bedingung xX a^^b genügt." 

Daraus folgt 

/a€(aXNi)jNi. 

/a, welches „durch a dividieren" gelesen wird, bezeichnet mithin 
eine bestimmte Operation an den Vielfachen von a; das Besultat 
ist ein Nj^. 

Definition von B (der rationalen, positiven Zahl): 

E = X3^ (a, b) 3 [a, ^eN^ . x = (x b) (/a)] 

o<}er auch 

E = Ni/Nj. 

„Man nennt „Verhältnis" jeden Ausdruck von der Form 
(X b) (/a), in welchem a und b ganze positive Zahlen sind." 

Die rationale Zahl oder das Verhältnis, der Xoyog Sv ccQt^fMg 
TtQog ccQt^fibv Sxei des Euclid, stellt sich hier als eine in gewissen 
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F&llen mögliche Operation dar; wir haben diese Zahl anf dieselbe 
Art gefanden, wie die positiven und negativen Zahlen. 

Definition der Gleichheit, der Summe, des Produkts zweier 
E und des reciproken Wertes eines B: 

a?, ye'R . .'. 

1 . ic = ^ . == : waNj . ux^ uye'N^ •Ou'UX = uy Def. 

2 . 0? + 3/ = ^^^03 (ticNi . ux^ uye'^^ . Om • "^^ + uy=u0) Def. 

3. xy=^'''Rf^03(us'Nj^.ux^uxye'Hy^.Qu''f^^y = 'f^^) I^öf- 

4. /x = i'Rny3(xXy=i). Def. 

1. „Zwei rationale Zahlen x und y heifsen gleich, wenn für 
jede beliebige Zahl u^ die aber derart ist, dafs die Operationen ux 
und uy möglich sind, die Eesultate dieser Operationen gleich sind.' ^ 

3. „Das Produkt xy zweier rationalen Zahlen ist die rationale 
Zahl z^ welche der Bedingung uxy = uz genügt, die ganze Zahl 
u mag sein, welche sie will, wenn nur die Operationen uz und 
uxy möglich sind." 

Die Schreibweise a/&, die namentlich bei den Engländern 
verbreitet ist, ist eine für den Druck bequeme Abänderung der 

gewöhnlichen Bezeichnung -r-, welche von den Hindus stammt. 

/a bedeutet „durch a dividieren" oder „mit dem reciproken. 
Wert von a multiplizieren" oder auch, wenn man das Multipli- 
kationszeichen weglässt „der reciproke Wert von a". Dieses Symbol 
entspricht dem Symbol — a, welches „a wegnehmen", das Ent- 
gegengesetzte von a hinzufügen", „die negative Zahl — a" bedeutet 

Definition von r (der rationalen Zahl): 

r™-}"^*^ — Eu.o, oder r = n/N. 

Definition der Potenz: 

aar . wcNq . o . a"* = 1 [(x a)m]. 

„a in der w*®° heifst, die Einheit wmal mit a multiplizieren." 

Definition der Gleichheit der oberen Grenzen der 
Klassen rationaler Zahlen: 

w, ve eis r . asr . Q . 

1. Vu = Vv , =^ . u — E = t; — E . 

2. a < Tm . = . asu — E. 

1. Wir sagen, die obere Grenze der Zahlen der Klasse u sei 
der oberen Grenze der v gleich, wenn jede Zahl, welche kleiner 
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als irgend ein u ist, auch kleiner als irgend ein v ist und um- 
gekehrt. 

2. Wir sagen femer, die rationale Zahl a sei kleiner, als die 
obere Grenze der u, wenn sie kleiner als irgend ein u ist. 

3. 1 w = oo . = w — R = r. 
Definition Ton q (der reellen Zahl): 

q SS x3^u3 [ue Cls'r . gw . gR — (u — R) . a? = Vu\. 

„Eine reelle Zahl ist jede obere Grenze der Klassen der 
rationalen wirklich existierenden Zahlen, die nicht zur oberen 
Grenze oo haben." 

Setzt man in dieser Definition R an die Stelle von r, so er- 
hält man die Definition von Q (reelle positive Zahl). 

Definition der Summe zweier q: 

a+, 2>fq.O. 
a, tfq.Q. 

„Die Sunune zweier reellen Zahlen a und b ist die obere 
Grenze der Summen x und y, worin die rationale Zahl x kleiner 
als a und die rationale Zahl y kleiner als h ist.^' 

Eoincidenz einer rationalen und einer reellen Zahl: 



Anhang III 

(zu Nr. 193). 

Über die Taylor'sche Formel. 

(Aus den Atti della B. Accademia delle Scienze di Torino Bd. 27, 1891). 

Die Taylor'sche Fonnel, welche man als die Grandlage der 
Infinitesimalrechnung ansehen kann, wurde bis nach Lagrcmge in 
der Gestalt 

f{x + Ä) = f{x) + hf'{x) + J5 r(x) + etc. 

geschrieben, ohne dafs man sich weiter um die genaue Bedeutung 
dieser Gleichheit kümmerte. 

Nachdem man aber in diesem Jahrhundert genau zwischen 
konvergenten xmd divergenten Beihen unterschieden hat, wird sie 
jetzt nur dann für gültig gehalten, wenn die Beihe auf der rechten 
Seite konvergiert und zur Summe die linke Seite hat. Weil aber 
diese Beihe sowohl für einige wie auch für alle Werte von h 
divergieren kann, oder auch konvergieren kann ohne die linke 
Seite zur Summe zu haben, so folgt daraus, dafs die Formel jeden 
theoretischen Wert verliert und jedesmal, wenn sie angewendet 
werden soll, auf ihre Gültigkeit geprüft werden mufs. 

Man kann sie aber auch auf andere Weise unabhängig von 
der Konvergenz der Beihen auslegen und alsdann behält sie ihre 
Gültigkeit, welche Funktion f{x) auch sein mag, wenn diese 
letztere nur die Derivierten hat, die man benutzen will. Diese 
neue Interpretation soll hier besprochen werden. Wir sagen „neu'', 
weil sie in keinem Buch, so viel wir wenigstens wissen, klar formu- 
liert worden ist; doch kommt sie dem aufserordentUch nahe, was 
alle Autoren, welche die Beihen ohne Berücksichtigung der Kon- 
vergenz xmtersuchten, darüber geschrieben haben; ja an gewissen 
Punkten werden wir ihre Sätze einfach nur wiederholen, indem 
wir ihre Gültigkeit nachweisen. 

Es sei f{x) eine reelle Funktion der reellen Yariabelen x. 
Man nehme an, wenn x der Null zustrebe, so nähere sich f{x) 
einer Grenze a^, Ist f{x) kontinuierlich, so ist a^ = /"(O). Als- 
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dann wird f(x) — Uq mit x eine unendlich kleine Gröfse; man 

dividiere sie durch x und gehe zur Grenze über, indem man o; 

sich der Null nähern läfst. Man nehme an, diese Grenze sei be- 
stimmt und nenne sie %: 

X ^ 

Ebenso wird die Differenz -^^ — a^ mit x unendlich 

X ^ 

klein; wir wollen sie durch x dividieren und zur Grenze über- 
gehen; es sei 

f{x) — «0 



a. 



,, X ^ ,. f(x)'-aQ — ttiX 

lim = hm -^-^ h ^— = ttq 

X x^ ^ 



— «1 



und analog 

X 

T X T /"(a;) — «0 — Ol « — (ux^ 

hm i= lira -^-^ i- — = o, 

X x^ ^ 

und so weiter. 

Auf diese Art leiten wir, wenn die Funktion f{x) gegeben 
ist, eine Reihenfolge reeller Gröfsen ^o) %' %) *** ^^) welche 
unbegrenzt, wie in den gewöhnlicheren Fällen, fortgesetzt werden 
kann oder auch zu Ende gehen kann, wenn einer dieser Quo- 
tienten keine bestimmte endliche Grenze mehr hat. 

Wir wollen übereinkommen, zu schreiben: 

(1) f(x) = »0 + ^1^ + %^^ -|_ . . . -J- anX^ + Ö^-i 

um zu bezeichnen, dafs 

,,, ,. f{x)^a,-a,x^a,x' a^_,x^-^ 

(2) hm = an 

x=0 X 

ist 

Die Bedeutung des Zeichens = in (1) ist daher im all- 
gemeinen nicht die, dafs die Beihe auf der rechten Seite konvergent 
sei und zur Summe f{x) habe, sondern wird durch die Formel (2) 
angegeben. Diese Formel kann auch in der Gestalt 

(3) hm ^- "^^ ^^ = 0, 

(4) f{x) = aQ + aio; -f- Ogic^ -| [- «n^^H- a^", worin lim cc = 

ist, geschrieben werden und läfst sich so in Worte fassen: Die 
Gleichheit (l) giebt an, dafs die Differenz zwischen f{x) und dem 
Polynom a© H" ^^ "f" * * ' "f" ^n^J** mit x unendlich klein von einer 
höheren als der n^^ Ordnung wird. 
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Wenn sich f{oc) in eine Beihe nach aufsteigenden Potenzen 
von X bis dem Glied vom rf^^ Grade nach der Formel (l) ent- 
wickeln läfst, oder, was dasselbe ist, wenn die bestimmten und 
endlichen Gröfsen a^a^ , . . an existieren, die der Bedingung (2) 
genügen, alsdann hat man, wie sich leicht ergiebt: 

lim f{x) = ao, 
fix) — a 



lim '-^^ — — = «1 , 
X 1' 

lim -I ^^ = »2, 



/■(«;) — »o — ^i« «n-a^** ^ 

lim — = a„_i 

X 

d. h.: die Formel (2) hat alle diejenigen Formeln zur Folge, 
die sich aus ihr ableiten lassen, wenn man statt n irgend eine 
Zahl setzt^ die kleiner als n ist. 

Wir wollen nun einige Theoreme über Operationen an diesen 
Entwicklungen folgen lassen. 

Theorem I. Werm 

fix) = aQ + a^x -f- . . . -f- anX^ + etc. 
wnd 

ip{x) = \'\-h^x + • • • + Kx"" + etc. 
ist, so wird 

/'(^) + 9>(^) = K + ?>o) + («i + M^H (-K + &«)«;'» + etc. 

Denn, schreibt man f{x) in der Gestalt 

und (p(x) in der Fotm 

^0 + • * • + ^«^" + i^^** 
und summiert, so wird 

fix) + (p{x) = («0 + 6^) H Y- (an + &n)a;« + ya;«, 

worin y für a + jS gesetzt wurde, und da a und jS mit x unendlich 
klein werden, so wird auch y mit x unendlich klein; d. h. also 
die Formel besteht, wie zu beweisen war. 

Theorem II. Unter derselben Yoraussetzwng ist: 

f(x)Xg>ix) = ao&o + K^ + «lO^ H h 

(oohn + aihn-i H h ««^o)«:'* + etc. 
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Der Beweis ist analog. 
Theorem HL Wenn 

f{x) = a^ + a^x + • 1- a^x'^ + etc. 

u/nd 

ist und ma/n unter der Voraussetewng , dafs % nicht Null sei, die 
Werte von Iq^ . . . Z>n «w* den Gleichtmgen 

herechnä^ so ist: 






== 6o + ft^a? + h^^ + • • • + ^n«?* + eto. 



Wenn sich der Ansdrack f{x + h) nach Potenzen Ton h in 
dem definierten Sinn entwickeln läfst nnd man 

f(x + ä) = «0 "1" %^ "f" %^* "f" 6*c* 
erhält, so ist üq = lim /"(o? + ä), mithin, wenn /'(a?) für den be- 

trachteten Wert von x kontinuierlich ist, üq = f(x). 

Unter derselben Voraussetzung ist a^ = lim l ^ ; 

mithin hat f(x) fftr den betrachteten Wert eine Derivierte und 
diese ist o^. 

Theorem IV. Wenn sich die Derivierte f'{x + ä) nach 
Potenzen von h bis zu dem Glied vom w*®^ Orad entwickeln läfst, 
d, h. wenn 

f\x + Ä) = fix) + OiÄ + agÄ« H h a,Ä» + etc. 

ist, so wird 

f(« + ») = /'W + *r(a!) + %y + 0,^ + ... + a,^ + etc. 

Denn, vervollständigt man das Polynom auf der rechten Seite 

durch Hinzuf&gen von ah* und integriert in Bezug auf %, so 

erhält man 

h 

f{x + h)^f(x) = hr(x) + ... + aH^+JaÄ«(«Ä. 



h^dh =^ ß ■ schreiben, 



worin ß einer der Werte von u in dem Intervall von bis h ist. 
Weil aber a unendlich klein ist, so muTs dies auch ß sein. 
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Theorem F. Wenn f(x) für den betrachteten Wert von x 
die successiven Berivierten bis zur n*^^ hat, so ist: 

f(x + h) = f(x) + hfXx) H 1- ^/^("^a^) + etc. 

Denn, nach der Yoraussetzung ist 

oder 

/<«->) (rr + Ä) = /<»-i)(aj) + Ä/^«)(a;) + etc. 

Integriert man nun in Bezug auf h, d. h. wendet man den vorher- 
gehenden Satz an, so erhält man 

f{n^V(x + Ä) = /^«-«)(a;) + Ä/^"-^)(a?) + y f(*)(aj) + etc. 

Fährt man so fort und integriert noch n — 2 mal, so ergiebt sich 
die gesuchte Formel 

Dieses Theorem haben wir schon früher in der Mafhesis, 
Bd. IX, S. 110 mitgeteilt. 

Auf solche Art sind jene Formeln zu interpretieren und jene 
Sätze zu beweisen, die in den früheren Jahrhunderten unter den 
Mathematikern durchaus gebräuchlich waren. 

Man beachte jedoch, dafs aus der Thatsache allein, dafs die 
Funktion f{x -f- h) sich nach Potenzen von h entwickeln laust : 

f{x + ä) = «0 + a^h + «2^* + • • • + ttnh* + etc., 

noch nicht ihre Kontinuität folgt. So kann, wie schon bemerkt 
wurde, f(x) für den betrachteten Wert Ton x diskontinuierlich 
sein, wenn bei der Annäherung von h an Null f(x -|- h) einem 
von f(x) verschiedenen Grenzwert zustrebt. Setzt man die Kon- 
tinuität von f(x) für den betrachteten Wert von x voraus, so 
wird damit noch nicht ihre Kontinuität in der Umgebung von 
X vorausgesetzt. Bezeichnen wir z. B. mit E{z) die gröfste in 
z enthaltene ganze Zahl und setzen Q{e) >= — E(^)) ^^ ^^ ^^ 
Funktion 



/•(X) - 05-+^ (I-) , 



der wir den Wert für a? === beilegen wollen, für a; = kon- 
tinuierlich, läfst sich nach Potenzen von x bis zu dem Glied vom 
n*^^ Grade entwickeln, wobei alle Koefßcienten Null sind, und doch 
ist sie in jeder Umgebung des Wertes diskontinuierlich. Die 

Funktion e ^0 f — ) , der man für a? = den Wert geben 
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möge, ist xinbegrenzt entwickelbar und alle Koefficienten sind Null 
und doch ist sie in jeder Umgebung von diskontinuierlich. 

Wenn sich f{x + ä) nach Potenzen von h entwickeln läfst 
und für den betrachteten Wert von x kontinuierlich ist, d. h. wenn 

f{x + ä) = f{x) + OjÄ + a^h^ + etc. 

ist, so folgt daraus, wie schon gesagt wurde, dafs % = f'{x) ist; 
die von Lagrcmge gegebene Definition, dafs f\x) der Koefficient 
von h in der Entwicklung der f{x + Ji) nach Potenzen von h sei, 
deckt sich daher mit der Wirklichkeit. Nicht aber folgt daraus, 
dafs auch /"(o? + ä) sich in eine Eeihe entwickeln lasse und 
man f'(x -}- ä) = f {p^ + ^«2^ + ö^^- erhalte. Man braucht nur 
die beiden vorstehenden Beispiele zu betrachten, in denen f{x) 
sich in Eeihen entwickeln läfst, aber in der Umgebung von 0, in 
der sie diskontinuierlich ist, keine Derivierte hat. Aus der That- 
sache daher, dafs 

f{x + h) = f{x) + hf\x) + OgÄ^ + etc. 

fix) 
ist, folgt nicht notwendiger Weise, dafs a^ gleich ^ ■ sei, denn 

tt 

der Funktion kann in den Umgebungen des betrachteten Wertes 
von X die erste Derivierte fehlen, sie braucht daher für diesen Wert 
von X keine zweite Derivierte zu haben. 

Die Theoreme I, II und Hr, welche die Koefficienten der 
Entwicklung der Summe, des Produktes und Quotienten zweier 
Funktionen mittelst der Koefficienten, dieser Funktionen liefern, 
wenn man die Existenz der Derivierten voraussetzt, setzen uns in 
den Stand, auf eine etwas einfachere Art, als die gewöhnliche, 
die successiven Derivierteü eines Produktes und eines Quotienten 
zu ermitteln. Diese Begeln sind auch etwas allgemeiner als die 
Differentiationsregeln, da sie auch dann noch ihre Gültigkeit be- 
halten können, wenn die Derivierten fehlen. 

Sind die Unendlichkleinen, welche in der Entwicklung von 

f{x) = a^^ + a^aj + a^x^ -] 

auftreten, variabel oder konstant? Die Antwort auf diese Frage 
hängt von dem Standpunkt ab, von welchem man sie betrachtet. 

Man kann die Gröfse «„0?" betrachten, d. h. den Wert^ wel- 
chen die Funktion ün^ annimmt, wenn man dem x einen be- 
liebigen Wert beilegt; dieser Wert ist eine variabele Zahl und 
wird mit x unendlich klein; auf diese Art erhält man ein variabeles 
Unendlichkleines. 

Oder man betrachte die mit ttnX^ bezeichnete Fimktion^ d. h. 
die Operation, mittelst welcher man jeder Zahl ihre mit a« mul- 
tiplizierte Potenz ic** entsprechen läfst; diese Funktion oder Operation 
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oder Korrespondenz ist ein konstantes Ding, wenn der Exponent n 
und der Koefficient a» gegeben ist. Sind nun mehrere Funktionen 
/*(:»), g(x) gegeben und in einem Intervall von an bis zu einer 
positiven Zahl definiert, so wollen wir übereinkommen, die erste 
in der Umgebung von gröfser als die zweite zu nennen und 
f^g zu schreiben, wenn man ein Intervall von bis zu einer 
positiven Zahl derart bestimmen kann, dafs für jeden Wert von x 
innerhalb desselben f{x) > g{x) ist. Wir wollen ferner, wie es 
gebräuchlich ist, die Funktion mf(x) das Vielfache der /'(o?) in 
Bezug auf die (reelle) Zahl m nennen. Setzt man nun /'r(^) = ^, 
so folgt, dafs frip) in der Umgebung von gröfser als jedes 
Vielfache von frJ^i{x) ist; oder, welchen Wert m auch haben 
mag, jedenfalls ist /^r > »wjfr-f-i; oder fr-\-i ist ein konstantes in 
Bezug auf /*r unendlich kleines Ding, während frJ^iix) ein variabeles 
in Bezag auf fr(a;) unendlich kleines Ding ist. 



Anhang IT 

(zu Nr. 193). 

über die Definition des Integrals. 

(Auszug aus den AnnaJi di Matematica pura e applicafca.) 

Prof. G, AscoU hat in einer Abhandlung, die denselben Titel 
fahrt (Annali di Matematica, 1895, S. 67), diese wichtige Frage 
zur Sprache gebracht. 

Er nimmt mit Becht die Priorität für seine oberen und unteren 
Integrale, welche man in seiner Abhandlung SvU concetto di integrale 
defimto (Atti dell' Acc. dei Lincei, 1875, S. 863) findet, in Anspruch. 
Der Genauigkeit wegen möchten wir jedoch bemerken, dafs gleich- 
zeitig BarJxmx in seiner Abhandlung Sur les fofwtions discontinues 
(Annales de T^i^cole Normale Superieure, 1875, S. 57) dieselben 
Dinge betrachtet und ähnliche Theoreme beweist. Wenn man statt 
des Datums der Zeitschrift das Datum der Abhandlung berück- 
sichtigen wollte, so würde die Arbeit Darlxmx^^ (vom 19. März 
1873 und 28. Januar 1874) derjenigen AscoWs (vom 6. Juni 
1875) sogar vorangehen. 

Wir möchten hier die Aufmerksamkeit des Lesers auf einige 
Untersuchungen lenken, die wir über diesen Gegenstand angestellt 
haben, und welche, wie wir glauben, die Sache vereinfachen, 
und auch von Anderen, soviel wir wissen, noch nicht gebracht 
worden sind. 

Der Gedanke, den wir auch in anderen Ajrbeiten zum Aus- 
druck brachten, besteht in der Substitution der oberen (oder 
unteren) Grenze einer Zahlengruppe an die Stelle der Grenze, 
gegen welche eine Funktion konvergiert. Es wird wohl schwer 
sein, festzustellen, wer zuerst diese beiden ähnlichen Begriffe unter- 
schieden hat, welche auch heute noch von solchen verwechselt 
werden, die keine präzise Sprache benutzen. Man pflegt die Unter- 
scheidung Weierstrass (siehe Pincherle, Giomale di Matematiche, 
1880, S. 242) zuzuschreiben; man findet diese oberen und unteren 
Grenzen in den zitierten Arbeiten von Darboux und ÄsooU und 
kann sagen, dafs sie in das allgemeine Besitztum übergegangen sind» 
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Die Definition in dem „Formulario di Matematica^^, Teil Y, § 3, 
prop. 1 lautet: 

l) UBKq . t«~ = A • ^«q • •'• 
aj = l't* . = : ur^(x + Q) = A : ysx — Q . . y w^(y + Q) '^ = A; 

in Worten: , Wenn u eine Klasse reeller Zahlen und nicht eine 
Klasse Null ist (da in der mathematischen Logik auch Klassen 
Null vorkommen), und wenn x eine endliche Zahl ist, alsdann 
bedeutet der Satz „o; ist die obere Grenze der u^^ so viel als 

1) „Es giebt keine Zahlen des Systems u^ die gröfser als 
X sind." 

2) „Wenn eine Zahl ^, die kleiner als x ist, beliebig gegeben 
wird, so giebt es Zahlen des Systems u^ die gröfser als y sind.^' 

Führt man nun die obere unendlich grolse Grenze ein, deren 
Definition (Formulario, Teil V, § 3, prop. 5) wir hier nicht wieder- 
holen wollen, so erhält man die Grundeigenschaft (ebenda, prop. 6): 

2) Hyp. 1.0« yueqyjioo. 

„Jede Klasse u hat immer eine obere Grenze, die endlich 
oder unendlich grofs ist." 

Es wird nicht überflüssig sein, wenn wir bemerken, dafs der 
Beweis dieses Theorems lediglich eine Umgestaltung der Definition 
der irrationalen Zahlen ist. 

Komplizierter erscheint die Definition der Grenze, welcher 
eine Funktion zustrebt. Diese Funktion kann von einer oder 
mehreren unabhängigen Yariabelen abhängen; es kann auch vor- 
konmien, dafs die Ajizahl der unabhängigen Yariabelen variabel 
ist, wie es gerade bei den Sätzen, die uns hier beschäftigen, der 
Fall ist. Wenn wir uns auf eine unabhängige Yariabele be- 
schränken und voraussetzen, sie strebe dem Unendlichgrofsen zu 
— auf diesen Fall läfst sich immer reduzieren — , so wird der 
gewöhnliche Begriff der Grenze einer Funktion durch den folgenden 
Satz ausgedrückt (Formulario, Teil YII, § 2, prop. l): 

3) ueKq ,Vu=oo, fsqfu . ysq . • • 

y = lim fx. = r.heQ . Oä : aeq . f[ur^{a -f Q)] o(y — ^) "^{v + ^) • 

'^ =aA. 

„Es sei u eine Klasse von Zahlen, deren obere Grenze das 
ünendlichgrofse ist. f sei das Zeichen einer reellen durch die 
Zahlen der Gruppe u definierten Funktion und y sei eine endliche 
Zahl. Alsdann bedeutet der Satz, y sei die Grenze, welcher die 
Funktion f{x) zustrebt, wofern x in der Klasse u variiert und 
sich dabei dem Unendlichgrofsen nähert, soviel als: Wie man auch 
die positive Gröfse h nehmen mag, man kann inmier eine Zahl a 
derart bestinmien, dafs die Werte, welche die Funktion f{x) an- 
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nimmt, wofern die Variabele in der Klasse u nur solche Werte 
erhält, die gröfser als a sind, sämtlich dem Intervall von y — h 
bis y + Ä angehören."^) 

Man sieht, die Definition 3 ist komplizierter als die erste. 
Betrachtet man die verwendeten Symbole, so ergiebt sich, dafs bei 
der ersten nur der Begriff der Klasse (in Zeichen K) vorkommt, 
während die dritte auch noch den Begriff der Funktion oder 
Korrespondenz enthält (in Symbolen f). 

Es existiert ferner kein Satz, der dem zweiten analog wäre; 
während jede Klasse eine obere Grenze hat, konvergiert jede 
Funktion nicht gegen einen Grenzwert. Man könnte allerdings 
eine gewisse Analogie herstellen, wenn man den Begriff der Grenze 
einer Funktion so modifizierte, wie wir es in der Bivista di Monte" 
matica^ 1892 und in dem American Journal of Mathematics, 1895 
gethan haben, und auf diese Art auf die Begriffe von CauShy und 
Abel zunickginge, nach welcher jede Funktion Grenzwerte hat. 
Doch wollen wir uns dabei nicht länger aufhalten. 

Wer freilich die oberen Grenzen von Gruppen von Punkten 
und ähnliche Begriffe mit Hülfe der Grenzen, welchen die Funk- 
tionen zustreben, definiert, der drückt einen einfachen Gedanken 
durch kompliziertere aus und setzt sich auch noch anderen Un- 
zuträglichkeiten aus. Es wird von Nutzen sein, eine solche Defi- 
nition dem klassischen Werk Jorda/n*^^ Cours d' Analyse, 2. Aufl., 
1892, S. 19 des 1. Bandes zu entnehmen. Er sagt: 

„On nomme point limite d'un ensemble tout point qui est la 
limite d'une suite de points de Tensemble." 

Bezeichnet man die Gruppe mit w, so läfst sich diese Defi- 
nition in Symbolen auf die folgende Ai*t ausdrücken: 

{zB Grenzpunkt von u) = (feufN . = lim fx . '^ =/ A)- 

Da man nun eine Folge von gleichen Zahlen betrachten kann 
oder auch eine Funktion sich auf eine Konstante reduzieren kann, 
so folgt daraus, dafs jeder Punkt der Gruppe ein Grenzpunkt von 
ihr ist, weil er als die Grenze einer Folge mit ihm zusammen- 
fallender Punkte angesehen werden kann. Folglich ist die Ge- 
samtheit der Grenzpunkte von u nicht die (in dem Formular mit 
Du bezeichnete) derivierte Klasse von w, sondern die abgeschlossen 
gemachte Klasse u (in dem Formular Cu),^) Die Definitionen 
der Klassen Du und Cu werden in dem Formular, Teil V, § 5, 
prop. 1 und § 7, prop. 1 gegeben. 



1) Das Intervall von p bis q wird mit dem Symbol p>-^q bezeichnet. 

2) Das italienische Wort chiuso entspricht dem ferme, abgeschlossen, 
G. Cantor^s und dem parfait Jordan^s; das perfect Cantor^s hat eine 
andere Bedeutung. 
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Nachdem wir gesehen haben, dafs der Begriff der oberen 
(oder unteren) Grenze einer Klasse an sich einfacher als derjenige 
der Grenze ist, welcher eine Funktion zustrebt, wollen wir jetzt 
untersuchen, welche Vereinfachungen die Substitution des ersten 
Begriffs an Stelle des zweiten bei gewissen Fragen der Analysis 
herbeifuhrt. 

Man definiert gewöhnlich die Länge eines Kurvenbogens als 
die Grenze, welcher die Länge eines eingeschriebenen Polygons 
zustrebt, wenn seine Seiten unbegrenzt abnehmen. Diese Definition 
setzt den Beweis voratis, dafs unter gewissen Bedingungen eine 
solche Grenze existiert, und der Beweis ist lang. Auch noch eine 
andere Schwierigkeit findet sich in dem Buche Jordan's, die wir 
zeigen wollen. Die Länge des dem Bogen eingeschriebenen Polygons 
ist abhängig von der Art, wie der Bogen zerlegt wird, d. h. eine Funk- 
tion der Werte ^1,^2, . . ., tn, die man der unabhängigen Variabelen 
zulegt, und diese Variabelen ^i, . . ., ^n variieren auch der Anzahl 
nach, die unbegrenzt wächst. Nun definiert der Verfasser auf 
S. 8 nur die Grenze „d'une suite illimitee de valeurs 0?^, . . ., ir», . . .", 
d. h. einer qfN; mit anderen Worten Xn ist eine Gröfse, die von 
der ganzen positiven Zahl n abhängt; nicht definiert wird aber 
die Grenze einer Gröfse, welche von der Art abhängt, wie ein 
Litervall zerlegt wird. Diese Lücke läfst sich jedoch ausfüllen, 
wenn man die richtige Definition benutzt^). 

Alle diese Schwierigkeiten lassen sich vermeiden, wenn man 
die folgende Definition zu Grunde legt (siehe unsere Applicazioni 
geometriche del Calcolo, 1887, S. 162): 

„Länge eines Bogens heifst die obere Grenze der Längen der 
ihm eingeschriebenen Polygone." 

Daraus folgt, dafs jeder Bogen nach Theorem 2 eine end- 
liche oder unendlich grolle Länge hat, ohne dafs man weitere 
Beweise nötig hätte. Man beachte die Leichtigkeit, mit welcher 
man die Formeln für die Bogen erhält, und die Analogie oder 
vielmehr das Zusammenfallen dieser Definition mit dem Postulat 2 
des Archimedes (von dem Ereis und dem Cylinder). 



Wir gehen schliefslich zur Definition des Integrals über. Es 
sei fx eine in dem ganzen Intervall von a bis b definierte Funk- 
tion, die eine endliche obere und untere Grenze hat, d. h.: 

a, 6€q . a < 5 . fsqia"^ h . Vf{a^ &), 1^ /"(a^ 6)€q. 



1) D'Arcais, Calcolo infinitesimale, Bd. 11, S. 3, 1894. 

Genocchi-Peano, Diff.- u. Integral-Bechnung. 24 
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Man betrachte die Summen 

S'=^(Xr+i — X'r) Vf(Xr»Xr+l), 
r=ü 

in welchen Xq = a^ x^^ x^, ... üCn— i, Xn = h die Teilpunkte des 
gegebenen Intervalls sind; S' ist die Summe der Produkte der 
Ausdehnung der Teilintervalle mit den oberen Grenzen der Werte 
der Funktion in ihnen. In der Sunmie S^ dagegen treten statt 
der oberen die unteren Grenzen auf. 

Darhoux und Ascöli beweisen beide, dafs sowohl S' wie 8-^ 
bei der Ajinäherung der Teilintervalle an Null einer bestimmten 
Grenze zustreben, und dafs die gegebene Funktion, wenn die 
Grenze, welcher /S" zustrebt, mit der Grenze von 8-^ zusammenfällt, 
integrierbar ist. 

Wir halten es für einfacher, diesem Theorem die Gestalt 
zu geben: 

„Wenn die untere Grenze der Werte von 8' der oberen 
Grenze der Werte von 8^ gleich kommt, so ist die Funktion 
integrierbar." 

In der Abhandlung ^ßulV integräbiliM delle fimzioni (Atti 
della R. Accademia di Torino, 1883) haben wir einen direkten 
Beweis dieses Satzes gegeben. In dem Vorstehenden wurde eine 
Funktion integrierbar im Sinne Riemcmn's genannt (Werke, S, 226). 
Man könnte aber, wie uns scheint, eine noch gröfsere Verein- 
fachung erzielen, wenn man auch die Definition des Integrals 
modificierte; in den Leziofd di Änälisi infinitesimale geben wir die 
folgenden Definitionen: 

b 

^yDas obere Integral i ff(x)dxj nennen wir die untere Grenze 

a 

b 

der Werte von 8\ das wniere Integral i if{x)dx\ die obere Grenze 

a 

der Werte von 8^, Wenn das obere Integral mit dem unteren 
zusammentut, so heilst die Funktion integrierbar und ihr gemein- 



schaftlicher Wert ist if{x)dx!'^ 



Auf diese Weise ist der Wert, dem eine Funktion zustrebt, 
in der Definition des Integrals durch die oberen und unteren 
Grenzen der Klassen vollkommen festgestellt. 



Anhang V. 



Die komplexen Zahlen. 

(Aus Peano, Lezioni di ÄncHisi infinitesimale, 1893 Eap. 6.) 

§ 1. Der Komplex von n reellen Zahlen x^^ x^^ , . ,j Xn heilst 
komplexe Zahl von der w*®^ Ordmmg^ zur Abkürzung q«. Eine kom- 
plexe Zahl wird auch mit einem einzigen Buchstaben bezeichnet; 
um anzugeben, dafs x der Komplex der Zahlen 

ist, schreiben wir 

Die Zahlen 07^, a^g, . . ., ^n heilsen die Elemente oder Koordi- 
naten des Komplexes x. 

Zwei Komplexe x == (x^, ajj, . . ., Xn) und y = (y^, y^, . . ., y„) 
heilsen gleich^ wenn ihre Elemente bezüglich gleich sind: 

(1) x = y . = .x^ = y^.x^ = y^,..Xn = yn. 

Die Swmme zweier Komplexe ist der Komplex, der zu Ele- 
menten die Summen der Elemente der gegebenen Komplexe hat: 

(2) (a?i,a?2,...,i»n) + (yi,y2,...,y») = (Ä?i+yi,i»2+ya»--)a'n+yn). 

Analog wird die Differenz definiert: 

Unter dem Produkt einer reellen Zahl a und eines Kom- 
plexes X versteht man den Komplex, dessen Elemente die mit a 
multiplizierten Elemente von x sind: 

(4) öt(a^, iCjj, . . ., aJn) = (aa?!, ax^^ . . ., aXf). 

Unter den Komplexen kommt auch derjenige in Betracht, 
dessen sämtliche Elemente Null sind, und der mit bezeichnet wird: 

(5) = (0, 0, . . ., 0). 

24* 



372 Anhang V. Die komplexen Zahlen. 

Setzt man 

ii = (1, 0, 0, . . ., 0), «2 = (0, 1, 0, . . ., 0), . . ., 

in = (0, 0, ..., 0, 1), 

so läfst sich ein beliebiger Komplex durch seine Koordinaten aus- 
drücken: 

(6) (a?!, iTj, . . ., Xn) = x^ii + rr2*2 "I + ^nin- 

§ 2. Die vorstehenden Vereinbarungen sind durchaus einfach 
und natürlich; die Operationen mit den q« besitzen die Eigen- 
schaften der analogen Operationen mit den q. So bestehen z. B. 
die Beziehungen: 

*» y, ^«qn . a, &€q . •• 

a? -f- y = 2/ -f a; 

(«^ + y) + ^ = «^ + (y + ^) = ^ + S< + ^ 
X — X = 

axsqn 

ö^(^ -{'y) = ax-^ ay 
(a + h)x = ax -^ hx 
a(hx) = (ah)x. 

Wir sind nun zunächst vor die Frage gestellt, wie das Pro- 
dukt zweier oder mehrerer komplexer Zahlen zu definieren sei; die 
Frage ist schwer zu beantworten, wir wollen uns nicht mit ihr 
beschäftigen und nur bemerken, da& die einzelnen Autoren, von 
verschiedenen Gesichtspunkten ausgehend, auch zu verschiedenen 
Multiplikationsarten gekommen sind. Diese haben alle die Distri- 
butionseigenschaft in Bezug auf die Addition gemeinschaftlich, die 
durch die Formeln 

(x -^ y) = X0 -{- yz 

x(y + 0)-^xy+x0 
ausgedrückt wird. 

"Wenn daher die Komplexe durch die Koordinaten 

X = flJi% + x^i^ + • • • + ^nin^ 

y = yih + yih'\ h ynin 

m 

ausgedrückt werden, so erhält man bei der Ausführung der Multi- 
plikation verschiedene Glieder von der Form Xry»irh\ die Frage 
reduciert sich daher darauf, wie man die Produkte iri» zu defi- 
nieren habe, und in dieser Definition weichen die Autoren von 
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einander ab. So kann man z. B. das Produkt Ton n komplexen 
Zahlen von der n^^ Ordnung die Determinante nennen, welche 
aus den Elementen dieser Komplexe gebildet wird; die Distribu- 
tionseigenschaft 

(x -{- y) 0t . . . u = xzt . . . w -|- yzt . . . u 

drückt eine bekannte Eigenschaft der Determinanten aus. 

§ 3. Unter dem Modid einer komplexen Zahl x oder ab- 
gekürzt mod X oder m^ versteht man die Quadratwurzel aus der 
Sumnie der Quadrate der Elemente von x: 

(1) mod (a?!, X^, . . ., Xn) = Yx^^ + ^2* H h ^n*. 

Der Modul ist eine positive Zahl und verschwindet nur, 
wenn die komplexe Zahl Null wird. 

Der Modul der Suname ist nicht grölser, als die Summe der 
Moduli: 

(2) X, ysqn .0'^(^ + y)^^^ + ^y' 

Denn es ist, wie man aus der Algebra weüs, 

(^1^ + ^2' + • • • + ^n') (y,' + 2/2' + • • • + yn') 

^ (^1^1 + «^2% H h ^nynf; 

zieht man nun die Quadratwurzeln aus, so erhält man 

mod X mod y ^ Xj^y^ + x^y^ H f- Xnyn 

und, wenn man mit 2 multipliziert und den Ausdruck 

(mxY + (myy = (x,* + «:,«+•.• + x.') + (y,^ + y,«+ . . . + y,«) 

addiert: 

(mx + myy ^ (x^ + y^f + (x^ + ^2)^ H h (^» + 2^«)'- 

Ninmit man schliefslich auf beiden Seiten die Quadratwurzel, so 
erhält man die Formel, die zu beweisen war. 
Offenbar gilt auch 

asq . xeqn • ' mod (ao?) = (mod a) (mod x). 

§ 4. Eine komplexe Zahl von der n^^ Ordnung dient zur 
Bestimmung eines Dinges, das von n Koordinaten abhängt. So 
wird z. B. die Lage eines Punktes im Baum von einem System 
von drei Koordinaten oder einem q^ bestimmt. Nimmt man 
rechtwinklige Axen, so stellt der Komplex (O, 0. 0) den Koor- 
dinatenanfang dar; der Modul des Komplexes 0^, ^, ^), d. h. 

Yx^ + y^ "f" ^* is^ ^6r Abstand des Koordinatenanfangs von dem 
Punkt, dessen Koordinaten (a?, y, 0) sind. Der Abstand zweier 
durch die Komplexe a = (x^ 3/, 0) und a'= (x\ y\ 0") dargestellten 
Punkte ist mod {a — a'). 
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Man beachte, dafs ein Punkt nicht etwa ein Komplex dritter 
Ordnung, d. h. ein q^ ist; zwischen den Punkten und diesen Kom- 
plexen kann man nur eine gegenseitige eindeutige Korrespondenz 
herstellen. Doch läfst sich, der Neigung der gewöhnlichen Sprache 
zu bildlichen Ausdrücken entsprechend, die Vereinbarung treffen, 
mit demselben Wort Pimkt das eine wie das andere Ding zu be- 
zeichnen; ja man kann auch Punkt emer MamiigfälUgkeit von n 
Dimensionen nennen, was wir eben unter einem Komplex der n^°^ 
Ordnung verstanden haben, und der Gröfse mod(a — a') den 
Namen „Abstand der beiden Punkte a und a'" geben. Wir 
werden, wenn es uns pafst, uns dieser Ausdrücke in der gewöhn- 
lichen Sprache bedienen, niemals aber in den Formeln. 

Sind zwei Punkte Ä und B im Baum gegeben, so hängt der 
Punkt, welcher durch die Summe der Ä und B vorstellenden 
Komplexe dargestellt wird, nicht nur von der Lage dieser Punkte, 
sondern auch vom Anfangspunkt der Axen ab. 

Es giebt aber auch noch andere Systeme von Dingen, die 
sich durch komplexe Zahlen darstellen lassen und für welche sich 
die Operation des Summierens direkt deüniren läfst. Solche Sy- 
steme sind z. B. die Vektoren. 

Systeme von Komplexen. 

§ 5. Wir wollen jetzt zur Betrachtung der Systeme oder 
Klassen von Komplexen (Kq») übergehen. Stellt man die Kom- 
plexe durch Punkte dar, so bildet eine Klasse von Punkten einen 
geometrischen Ort oder eine Figur; ihre Gestalt ist durchaus be- 
liebig; die Punkte können in endlicher oder unendlich grolser 
Anzahl vorhanden sein und Linien, Flächen, Körper etc. hervor- 
bringen. So bilden die Eckpunkte eines Polyeders, die Punkte in 
den Kanten des Polyeders, die in den Seitenflächen und die Punkte 
im Innern des Polyeders ebensoviele Ellassen von Punkten. 

Ist X ein q» und nicht Null, so ist mod x oder mx ein Q. 
Es sei nun mo; = a; diese Gleichung läfst sich auch lesen xema^ 
d. h. „rr ist ein Komplex vom Modul a^^ Wenn mithin a ein 
Q ist, so stellt ma die Klasse der Komplexe vom Modul a dar 
oder die Oberfläche einer Kugel vom Badius a, deren Centrum im 
Koordinatenanfang liegt. 

Wir wollen der Kürze wegen mit das Intervall 0*^ 1 mit 
Einschlufs der Enden bezeichnen: 

= 0^1. 

Wenn dann asQ^ so stellt Qa das Intervall O^a dar und m0a 
die Gesamtheit der Komplexe, deren Modul nicht gröfser als a ist. 
Wenn xsqn ii^d aeQ, so stellt x -^mQa die Komplexe dar, die 
man erhält, wenn zu x ein Komplex von einem Modul hinzugefügt 
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wird, der kleiner als a oder gleich a ist, oder die Gesamtheit der 
Komplexe, die von x sich um einen Modul unterscheiden, der nicht 
gröfser als a ist, oder, wie wir in der Begel sagen werden, die 
Kugel vom Centrum x u/nd dem Badius a. Eine Kugel mit dem 
Centrum x heifst auch eine Umgehu/ng von x. 

§ 6. Ist t* eine Kq», so sagen wir, sie sei begrenzt^ wenn 
der Modul der Zahlen des Systems u keine beliebig grofsen Werte 
annimmt; d. h. wenn VinusQ. Jede begrenzte Klasse u ist in der 
Kugel vom Badius Tmw, deren Centrum im Koordinatenanfang 
liegt, eingeschlossen. 

Begrenzte Klassen sind alle diejenigen, welche von einer end- 
lichen Anzahl von Punkten gebildet werden. Der Kreisumfang, 
die Ellipse, der Ereis, die Oberfläche der Kugel, die Kugel etc. sind 
ebenfalls begrenzte Klassen von Punkten. Die Gerade, die Ebene, der 
ebene Winkel, der körperliche Winkel, die Spirale des Archimedes etc. 
sind unbegrenzte Klassen. 

Es sei u eine Kq» und x ein q„. Der Ausdruck u — x 
stellt die q» dar, die man durch Subtraktion des x von jedem u 
erhält. Die untere Grenze der Moduln von u — a?, d. h. \m.(u — x)^ 
heilst manchmal der Abstand des x von der Klasse u. Die Kom- 
plexe 0?, für welche dieser Abstand Null ist, bilden eine Klasse, 
die wir Cu nennen wollen. 

Wenn man also sagt, x sei ein Punkt von Ct*, so bedeutet 
dies, die untere Grenze der Abstände des x von den verschiedenen 
Punkten von u sei Null: 

(1) xeCu , ^^^ .\m(u — x) = 0, 

Zahlen der Erlasse Cu sind alle Individuen der Klasse Uy 
weil für sie der kleinste Modul der Differenz u — x Null ist: 

(2) u Cu. 

Femer gehören zur Klasse Cu diejenigen Punkte, welche 
zwar nicht Punkte von i*, aber so beschaffen sind, dafs in jeder 
ihrer Umgebungen Punkte von u in notwendigerweise unendlich 
grofser Anzahl existieren. 

Wenn die Klasse u eine endliche Anzahl von Punkten ent- 
hält, so fällt Cu mit u zusammen. 

Ist die Klasse u ein Intervall a b mit Ausschlufs der 
Enden, so ist Cu das Intervall a^b mit Einschlufs der Enden. 

Ist die Klasse u die Gesamtheit der Punkte im Innern einer 
Kugel, so ist Cu die Gesamtheit der Punkte im Innern und auf 
der Oberfläche der Kugel. 

Wenn u die Klasse der rationalen Zahlen ist, so stellt Cu 
die reellen Zahlen dar. 

Ist u eine Klasse reeller Zahlen, so ist die obere Grenze 
der M, wenn sie endlich ist, ein Punkt von Cu, 
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Dasselbe gilt von der unteren Grenze. 

Es sei eine Erlasse u gegeben und man habe daraus die 
Cu abgeleitet. Yer^lhrt man nun mit ihr auf dieselbe Art, so 
erhält man die CCu\ diese neue Klasse fällt aber mit der früheren 
zusammen, oder: 

(3) usKcin . • C'^«* = ^^• 

Denn, wenn xe CCu^ und man setzt nach Belieben eine posi- 
tive Zahl 2Ä fest, so existieren Punkte von Cu^ deren Abstand 
von X kleiner als h ist; ist nun y ein solcher Punkt, so existieren, 
weil y ein Punkt von Cu ist, Punkte von «*, die von y um 
weniger als h abstehen. 

Mithin giebt es Punkte von u, deren Abstand von x kleiner 
als die beliebig kleine Gröfse 2 h ist. Die untere Grenze der Ab- 
stände des X von den Punkten der u ist daher Null, oder x ist 
ein Punkt von Cw^ also: 

xsCOu . . xsCu^ 

wof&r man auch schreiben kann: 

(a) CCuoCu, 

Auf der anderen Seite erhält man, wenn u in (2) durch Cu 
ersetzt wird: 

(b) CuqCCw, 

aus (a) und (b) ergiebt sich die Behauptung. 

Eine Klasse u heifst geschlossen, wenn sie mit Cu zusammen- 
fällt, oder wenn Cu = u ist. Aus dem eben bewiesenen Satz 
ergiebt sich: wenn eine beliebige Klasse u gegeben wird, so ist 
die Klasse Cu geschlossen, weil CCu = Cu, Aus diesem Grund 
kann man auch statt Klasse Cu sagen: die geschlossen gemalte 
Klasse u. 

Das Intervall 0, die Kugel x -f- m0Ä, etc. sind geschlossene 
Klassen. 

§ 7. Es seien u und v zwei Kq„ und man denke sich die 
Klasse u<jv, die aus den Punkten gebildet ist, welche wenigstens 
einer der beiden Erlassen angehören. Nimmt man einen beliebigen 
Punkt 05, so ist der Abstand zwischen x und u^v der kleinste der 
Abstände zwischen x und u und zwischen x und v, oder: 

t*, vsKqn • ^sqn . . Ijm [(u^v) — x] = 

= min [l^m (u — x\ \m(v — o?)]. 

Wenn mithin der Abstand zwischen x und u^^v Null ist, 
d. h. wenn xeC(uyjv), so mufs wenigstens einer der beiden Ab- 
stände zwischen x und u und zwischen x und v Null sein, d. h. 
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X ist entweder ein Cu oder xsCv] und umgekehrt: wenn einer 
dieser Abstände Null ist, so mufs es auch der Abstand zwischen 
X und u^v sein, oder: 

(1) w, veKqn ' • C(u^v) = Cw^Cv, 

Es -giebt noch andere Sätze über die Klassen Cu, die wir 
hier aber ohne Beweis bringen, weil sie in der Folge nicht vor- 
kommen. 

Es seien u und v Klassen von qn. Wenn u m v enthalten 
ist, so muTs auch Cu in Cv enthalten sein: 

(2) t^O«? . • CuoCv, 

Die Klasse C(ur^v), d. h. der geschlossen gemachte, den 
beiden Erlassen u und v gemeinschaftliche, Teil ist in dem Teil 
enthalten^ welcher den geschlossen gemachten Klassen u und v 
gemeinschaftlich ist: 

(3) C{unv)o{Cu)n(Cv). 

Sind endlich die Klassen u und v geschlossen, so kann man 
statt des Zeichens Q auch = lesen. 

§ 8. Es kommt vor, dafs man, wenn eine Klasse u gegeben 
ist, Punkte x von der Beschaffenheit zu betrachten hat, dafs der 
Abstand zwischen x und den anderen Punkten der Figur w, d. h. 
den von x verschiedenen Punkten der Figur u Null ist. Diese 
Punkte bilden eine Belasse, welche die Derivierte von u heilst und 
mit Du bezeichnet wird. 

Wir wollen für den Augenblick t (töog) anstatt des gleich 
schreiben, tx bedeute also gleich x und t^i,x verschieden von a;; 
doch beachte man, dafs das Zeichen »= nicht gleichbedeutend mit 
i ist, sondern mit sl. 

Die Klasse Du läfst sich dann so definieren: 

(1) xeDu . = . l^m [(u^^lx) — x] = 0. 

Die Klassen Cu und Du sind zwar begrifflich verschieden, 
aber durch Beziehungen miteinander verbunden. Wenn x ein Punkt 
von Cu ist, aber nicht von m, alsdann ist u<^ix = u (die von x 
verschiedenen u sind die sämtlichen t«); mithin ist dieser Punkt 
ein Punkt von Du: 

(a) (Cu)f-^uoDu. 

Umgekehrt ist jeder Punkt von Du ein Punkt von Cu: 

(b) DuqCu, 

Aus (a) und (b) sowie aus (2) in § 6 ergiebt sich 

(2) Cu = u^Du, 
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d. h. die Erlasse Cu ist das aus der Klasse u und ihrer Derivierten 
gebildete Ganze. 

Während die Klasse Cu die u enthält, braucht Du die i« 
nicht immer zu enthalten; ist es aber der Fall, ist also uqDu^ 
so muTs Cu = Du sein, d. h. die geschlossen gemachte Klasse u 
und die derivierte Erlasse müssen alsdann zusammenfallen. Es 
kann aber vorkommen, daTs Funkte von u existieren, welche 
der derivierten Klasse nicht angehören; dies sind solche Punkte 
von w, in deren Umgebung andere Punkte von u nicht existieren. 
Solche Punkte u^^Du heiTsen isolierte Pu/nkte von u. Die Klasse 
Cu ist dann identisch mit der Derivierten von w, d. h. Du, wenn 
man zu der letzteren die isolierten Punkte von u hinzufugt. 

Die derivierten Klassen besitzen bemerkenswerte Eigenschaften, 
von denen wir die beiden folgenden anführen: 

(3) DDuoDu, 

(4) D{u^v) = Du^Dv, 

§ 9. Wir haben auch Klassen von Klassen komplexer Zahlen 
KKq„ zu betrachten, d. h. Systeme von Gruppen von Punkten. 
Jeder der Ausdrücke „begrenzte EQasse^', „geschlossene Klasse^', 
„die den Punkt x enthaltende Klasse'^ „Kugel^^ etc. stellt eine 
KKq« vor. Oft wird eine KKq» durch eine Eigenschaft bestimmt, 
z. B. durch die Eigenschaft „begrenzt zu sein", „geschlossen zu 
sein", „a? zu enthalten", „die Gestalt einer Kugel zu haben", etc. 
und in der gewöhnlichen Sprache ist es vielleicht bequemer von 
„Eigenschaften der EQassen der q„" zu sprechen, als von „Erlassen 
von Klassen der q„". Es sei u eine KKq«,, d. h. eine Eigenschaft 
der Punktmengen. Wir wollen diese Eigenschaft distributiv nennen 
und t*f(KKq„)distrib. schreiben, falls jedesmal, wenn die Summe 
zweier Mengen c und c , d. h, cuc' die Eigenschaft u hat, wenig- 
stens die eine von ihnen dieselbe Eigenschaft besitzt u/nd falls um- 
gekehrt, wenn die eine der Mengen c und c die Eigenschaft u hat, 
auch ihre Summe c^c' diese Eigenschaft besitzt. 

Nimmt man also an u£(KKqn)distrib., so erhält man nach 
der Definition: 

(l) c^czu . = . (c£w)u(c'ft*). 

So ist z. B. die Eigenschaft einer EQasse, unbegrenzt zu sein, 
eine distributive; denn, zerlegt man eine unbegrenzte Erlasse in 
Teile, so ist wenigstens der eine von ihnen auch unbegrenzt, und 
umgekehrt, wenn einer der Teile unbegrenzt ist, so mufs es auch 
die ganze Elasse sein. 

Man habe im Baum eine Gesamtheit 5 von Punkten in un- 
endlich grofser Anzahl. Wenn dann eine Menge c gegeben ist, 



Anhang V. Die komplexen Zahlen. 379 

so kann sie eine endliche Anzahl oder eine unendlich grofse von 
Punkten des Systems s enthalten. Die Eigenschaft: „Die Menge c 
enthält unendlich viele Punkte des Systems 5'^ ist eine distributive; 
denn, wenn c unendlich viele Punkte von s enthalt und man es 
in Teile zerlegt, so muTs wenigstens einer von ihnen unendlich 
viele Punkte des Systems enthalten; und umgekehrt, wenn einer 
der Teile unendlich viele Punkte enthält, so mufs dasselbe auch 
für die ganze Menge gelten. 

§ 10. Die Eigenschaft (l) ist äquivalent mit den beiden 
folgenden (2) und (3) zusammengenommen: 

(2) c^c'eu . . (ceu)^(c'eu)^ 

(3) (c£w)u(c'£w) . . Cuc'ft*. 

Die Eigenschaft (3) läfst sich in zwei zerlegen, von denen 
die eine 

(4) CSU . . cuc'eu 

lautet und die andere gefunden wird, wenn man in (4) c mit c"^ 
vertauscht; diese letztere drückt daher dasselbe aus wie (4). 

Ist ferner c eine Elasse, so stellt c^c' eine beliebige Klasse vor, 
die c enthält; der Formel (4) kann man daher auch die Gestalt geben 

(5) CSU . cQc' . . c'ete. 

Mithin läfst sich der Satz (l), welcher die distributiven 
Eigenschaften charakterisiert, durch die Sätze (2) und (5) zu- 
sammengenommen ersetzen; also: 

Man sagt, u sei eine distributive Eigenschaft von Punktmengen, 
wenn hei der Zerlegung einer Menge, welche die Eigenschaft u be- 
sitzt^ wenigstens einer dieser Teüe die Eigenschaft u hai und wenn 
aufserdem jede Menge, welche eine Menge entMlt, die diese Eigen- 
schaft besitzt, dieselbe Eigenschaft hat. 

Man pflegt auch die durch das Zeichen A dargestellte Klasse 
Null als eine Klasse anzusehen. Wenn u eine distributive Eigen- 
schaft ist, und wenn die Menge A ^^^ Eigenschaft u hat, d. h. 
wenn A^^j ^^"^^ J^an substituiert in (4) an Stelle des c das A» 
so ergiebt sich c^eu^ also: jede Menge hat die Eigenschaft u. 
Nun wollen wir aber offenbar von Eigenschaften sprechen, die 
nicht allen Mengen gemeinsam sind; wir müssen daher die Menge 
Null von unseren Betrachtungen ausschliefsen, d. h. annehmen: 

(6) us(KKqn) distrib. • A*^ «^• 

§ 11. Die Einführung der etwas philosophischen distributiven 
Eigenschaften gestattet uns nun das folgende wichtige Theorem 
aufzustellen, das man Cantor verdankt (Mathem. Ann., Bd. 23, 

S. 4Ö4): 



380 Anhang V. Die komplexen Zahlen. 

Theorem. Es sei u eine distributive Eigenschaft der PwnM- 
menge und s eme hegrenete Menge, welche die Eigenschaft u hat, 
alsdann existiert ein Punkt x der geschlossen gemachten Menge s 
von der Beschaffenheit, dafs jede Kugel vom Centrum x die Eigen- 
Schaft u hat: 

wf(KKqn)clistrib. seu . Tm^fQ . Q /. 

xsCs : ksQ . 0* . a? + mQksu : '^ = xA- 

Der Beweis wird so geführt: 

Wir wollen annehmen, die qn seien von der dritten Ordnung 
(x^ y^ z) und wollen sie durch Punkte darstellen. Da die Elasse s 
begrenzt ist, so sind die Koordinaten der Punkte von s zwischen 
endlichen Grenzen enthalten; es sei (a^a\ h^h\ c^c') ein 
Parallelepipedon, welches die Klasse s umschlierst. Man halbiere 
die Kanten des Parallelepipedons und lege durch die Teilungs- 
punkte den Seitenflächen parallele Ebenen. Dadurch wird das 
Parallelepipedon in 2^ solche Figuren geteilt und die gegebene 
Menge in die gleiche Anzahl von Teilen oder in weniger als 
8 Teile zerlegt (die Anzahl ist kleiner, wenn irgend eines der 
Teilparallelepipeda einen Punkt von s nicht entliält). In Folge 
der gemachten Hypothesen mufs einer dieser Teile die Eigen- 
schaft u besitzen. Die Teilmenge von 5, welche die Eigen^ 
Schaft u hat, möge in dem Parallelepipedon {a^ %', h^ h^\ q^ q') 
enthalten sein. Alsdann ist 

% ^ a, ^1 ^ 2>, «1 ^ c; <h'^^\ V^^'i ^'^^' 
und 

c/— Ci = y(c'— c). 

Man verfahre mit der so erhaltenen Menge auf dieselbe Art 
wie mit der gegebenen. Man kommt zu einer neuen Menge, 
welche ebenfalls diese Eigenschaft u besitzt und in welcher die 
Koordinaten der Punkte zwischen a^, a^\ \^ l>^\ c^, c^ liegen; u. s.w. 

Die Gröfsen a, a^, a^^ ... nehmen, wenn sie sich ändern, zu, 
die Gröfsen a\ %', Og', . . . dagegen nehmen ab und, weil die 
Differenzen a' — a, a^ — a^, Og' — Og? • • • beliebig klein werden, 
so konvergieren die a und a' gegen eine gemeinsame Grenze Xq\ 
ebenso konvergieren die Gröfsen h^ \^ \^ . , . und &', ft^', h^^ . . . 
gegen die nämliche Grenze yQ und die c, c^, c^, . . . und c\ q', Cg', . . . 
gegen Zq, Wir behaupten: der Punkt P mit den Koordinaten a^o? %? ^o 
besitzt die angegebene Eigenschaft. Denn: man setze h willkürlich 
fest und bestimme n so grofs, dafs alle Punkte, deren Koordinaten 
zwischen an, an\ hn^ W; c», c«' liegen, von P um weniger als h 
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abstehen (dazu braucht man n nur derart zu nehmen, dafs die 
Differenzen ä?o— a«, a/ — äj^; yQ — fe„; 6/ — ^o; ^o ~~ ^«) ^n — ^o? 
die Null zur G^renze haben, kleiner als k/S sind). Alsdann ent- 
hält die Kugel mit dem Centrum (x^^ yQ, z^ und dem Badius Ic 
den Teil von 5, der in dem Parallelepipedon {ün^an^ ^n^^n\ 
Cn^Cn) enthalten ist. Dieses besitzt aber die Eigenschaft u. 
Mithin hat auch die Kugel die Eigenschaft u. Weil femer jede 
Kugel mit dem Centrum (%, 2/0 ? ^0) P^iikte des Systems s ent- 
hält, so gehört der Punkt (a?Q, y^, z^ der Cs an. 

§ 12. Wir werden oft Gelegenheit haben, das Cantor'sche 
Theorem anzuwenden; für jetzt beschränken wir uns auf ein 
Beispiel. 

Es sei s eine Klasse unendlich vieler Punkte; sie sei be- 
grenzt, d. h. Tm^cQ. Die Eigenschaft, dafs die Menge c unendlich 
viele Punkte von s enthält, ist alsdann eine distributive; die ge- 
gebene Menge s hat nach der Voraussetzung die Eigenschaft, 
unendlich viele Punkte zu enthalten und begrenzt zu sein; daher 
muTs wenigstens ein Punkt von solcher Beschaffenheit existieren, 
dafs in jeder seiner Umgebungen unendlich viele Punkte des 
Systemes s existieren. Mit anderen Worten: Es existiert immer 
das derivierte System einer Klasse 5, wenn diese ^mendlich viele 
JPimkte enthält wnd begrenzt ist Oder: Wenn ein System von un- 
endlich vielen Punkten keine derivierte Klasse hat, so ist das System 
wnhegrenzt Oder auch: In einem begrenzten System imendlich 
vieler Punkte kann der Abstand zweier Punkte bei dem Variieren 
derselben beliebig klein werden. 

§ 13. In diesem und dem folgenden Paragraphen wollen wir 
einige Umformungen des Cantor'schen Theorems vornehmen, von 
denen wir jedoch später keinen Gebrauch machen werden. 

Es können Eigenschaften u der Punktmengen (ueKKqn) vor- 
kommen, welche nur die erste der Bedingungen der distributiven 
Eigenschaften, § 10, (2), erfüllen, nämlich 

c^ctu . . {ctu)^{ctu)^ 

d. h.: wenn die Gesamtmenge c^c die Eigenschaft u hat, so hat 
wenigstens einer ihrer Teile c oder c' die Eigenschaft u. Eine 
solche Eigenschaft u kann man halbdistributiv nennen. 

Alsdann ist die Eigenschaft: „die Menge c enthält eine 
Menge, welche die Eigenschaft u hat", distributiv und der Cantor- 
sohe Satz wird: 

Wenn u eine halbdistributive Eigenschaft der Pwnktmengen ist 
und wenn eine begrenzte Klasse s die Eigenschaft u besitzt, alsdann 
existiert ein Pwnkt x der geschlossen gemachten Menge derart, dafs 
jede Kugel mit dem Centrum x Mengen enthält, welche die Eigen- 
schaft u haben. 
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Es sei z. B. f ein q/qn, d. h. f sei eine reelle Punktion von 
n reellen Yariabelen; man setze der Einfachheit wegen n «= 3 
voraus; es möge also f{x^ y, si) eine reelle Punktion der drei 
reellen Yariabelen x^ y^ z sein, l sei ferner die endliche oder 
unendlich grofse obere Grenze der Werte von /*, wenn das Tripel 
(a?, y, z) derart variiert, dafs der Punkt, welcher diese Koordinaten 
hat, eine gewisse Pigur c beschreibt. Alsdann ist folgende Eigen- 
schaft halbdistributiv: 

„Z ist die obere Grenze der Werte, welche f{x^ y, z) annimmt, 
wenn der Punkt {x^ y^ z) in der Menge c variiert." 

Denn, zerlegt man c in zwei Teile c' und c", so ist in einem 
von diesen die obere Grenze der Werte von f wieder l. Also 
giebt es einen Punkt (a;^, ^q, Zq) der geschlossen gemachten Menge 
s von der Beschaffenheit, dafs jede Engel mit dem Centrum 
(^Of Po^ ^o) Mengen enthält, die Teile von s sind und in denen 
die obere Grenze der Punktion f wieder l ist: 

5fKq« . Tm^f Q . feqfs . .*. XqsCs iksQ . Qk 

l7(5-(a^o + mGÄ^)) = 17(5) : - = ^A. 

f sei femer eine kontinuierliche oder diskontinuierliche in 
einem Intervall definierte reelle Funktion. Wir wollen sagen: 
„die Punktion f wechsele an den Enden des Intervalls a*^h das 
Vorzeichen" statt „/"(a) X f(h) ^ 0", d. h. also anstatt zu sagen: 
„die Werte f(a) und f(h) hätten entweder verschiedene Vorzeichen 
oder einer von ihnen sei Null". Alsdann ist die Eigenschaft: „die 
Punktion f wechselt das Vorzeichen an den Enden des Intervalls 
«•^t", eine halbdistributive Eigenschaft des Intervalls, weil bei der 
Zerlegung des letzteren in zwei Teile a^c und c*^6, wenn 
f{a) X f(h) ^ ist, entweder f(a) X f{c) < oder f{c) X f(h) ^ 
sein mufs. Wenn daher die Funktion f(x) an den Enden des 
Intervalls a^h das Vorzeichen ändert, so läfst sich ein Punkt Xq 
dieses Intervalls in der Art finden, dafs sich in jeder seiner Um- 
gebungen immer Intervalle bestimmen lassen, an deren Enden die 
Punktion das Vorzeichen wechselt. Wenn die f(x) kontinuierlich 
ist, so wird f{xQ) = 0. 

§ 14. Manchmal kommen Eigenschaften vor, welche die 
Negationen der distributiven Eigenschaften sind. Eine solche 
Eigenschaft heifst cmHdistrilmtiv. Es sei u eine antidistributive 
Eigenschaft. Alsdann ist das Nichtvorhandensein der Eigenschaft 
u eine distributive Eigenschaft der EQasse c; man erhält mithin 
durch Substitution in die Definitionsformel (l) in § 9 

(1) c^c't^su . == . (cf^su)^(c^f^eu) 
oder, wenn man beide Seiten negativ nimmt, 

(2) cuc'fi* . = . C€U . c'su. 
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Die Behauptimg, u sei eine afdidistriJmtive Eigenschaft, ist 
gleichbedeutend mit der Behauptimg, dafs, wenn eine Menge c^c 
die Eigenschaft u habe, jeder ihrer Teüe c und c dieselbe Eigen- 
schaft besitze, und umgekehrt, wenn zwei Teilmengen c und c' die 
Eigenschaft u besitzen, dafs dwvm auch ihre Gesamtheit die nämliche 
Eigenschaft hätte, 

Znm Beispiel: Weil das Unbegrenztsein einer Klasse eine 
distributive Eigenschaft ist, so muTs das Begrenztsein einer Klasse 
eine antidistributive sein. Die Eigenschaft einer Funktion f{x\ 
in einem Intervall a*^b integrierbar zu sein, ist eine antidistri- 
butive des Intervalls. Dafs sämtliche Terme einer Beihe von 
variabelen Gliedern in einem Intervall integrierbar sind, ist eben- 
falls eine antidistributive Eigenschaft dieses Intervalls. 

u sei eine antidistributive Eigenschaft; alsdann ist s^^eu 
eine distributive, und man erhält, wenn das Theorem Cantor's auf 
sie angewendet wird: 

s<^su . Tmsf Q . .*. xeCs : ksQ , Q* 

^3) 

X + mQ Jcf^su : '^ =«A- 

Bringt man die Hypothese seu auf die rechte Seite, die 
ganze Thesis auf die linke und macht die nötigen Umformungen, 
so ergiebt sich: 

(4) Tm^eQ .'. xsCs . Qx • keQ . x -\- mQksu, '^=*A •'• D • seu. 

Wenn u eine aniidistribuiive Eigenschaft der Punktmengen ist 
und s eine begrenzt^ Punktmenge und wenn sich immer, wie man 
auch einen Punkt x in der geschlossen gemachten Menge s cmr 
nehmen mag, eine Kugel mit dem Centrum x bestimmen läfst, welche 
die Eigenschaft u hat, alsdann besitzt die ganze Menge s die Eigen- 
Schaft u. 

In den vorstehenden Sätzen wurde von Kugeln gesprochen, 
welche zum Centrum den Punkt x haben; es ist selbstverständlich, 
dafs man sie durch ParaUelepipeda oder beliebige andere Figuren 
ersetzen kann, die den Punkt x in ihrem Innern enthalten. 

Der letzte Satz läfst sich noch umformen, wenn man die 
unendlich kleinen Mengen einführt. Wir wollen uns eine Vorstellung 
von einer unendlich kleinen Menge in der Art machen, dafs wir uns 
eine Menge denken, deren Punkte sehr nahe aneinander liegen, 
oder eine variabele Menge, deren sämtliche Funkte einem festen 
Punkt zustreben. Den unendlich kleinen Mengen werden wir in 
der Folge eine Beihe von Eigenschaften beilegen, die sich aus den 
Eigenschaften der endlichen Menge durch Übergang zur Grenze 
ergeben. Vor der Hand teilen wir der unendlich kleinen Menge 
in dem gewöhnlichen Baum drei Koordinaten (x^ y^ z) zu, die ihre 
Lage im Baum bestimmen. Was eine unendlich kleine Menge ist. 
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wird nicht definiert werden, jedoch sollen die Sätze definiert 
werden, in denen ein solcher Ausdruck vorkommt. 

Unter u eine antidistributive Eigenschaft verstanden, wollen 
wir statt: „es läfst sich eine Umgebung des Punktes (x, ^, js\ 
d. h. eine Eugel mit dem Centrum (x^ y^ z) bestimmen, welche 
die Eigenschaft u hat'\ sagen: „die unendlich kleine Menge mit 
den Koordinaten (x^ y^ z) hat die Eigenschaft u^\ Alsdann erhält 
der letzte Satz die Form: 

VerstfM mom wnter u eine cmHdistributive Eigenschaft %md ist 
die Menge s begrenzt wnd geschlossen, so besitzt, wenn jede unend- 
lich kleine in s enOialtene Menge die Eigenschaft u hat, die ganze 
Menge s die Eigenschaft u. 

Die Greiusen. 

§ 15. Wir wollen nunmehr Komplexe von beliebiger Ord- 
nung w, die Funktionen von Komplexen von beliebiger Ordnung n 
sind, d. h. qm^q«» betrachten. Einen speziellen Fall bilden die 
q,n/'q, d. h. die Komplexe von beliebiger Ordnung, welche Funk- 
tionen einer numerischen Yariabelen sind, also Systeme von m 
reellen Funktionen einer reellen Yariabelen. Wird der Komplex 
durch einen Punkt dargestellt, so erhält man einen Punkt, dessen 
Lage im Baum von einer numerischen Yariabelen abhängt und 
welcher eine Linie beschreibt. Analog sind dann die qm^qa, qm^qs 
zu untersuchen, oder Punkte, deren Lage "von zwei oder drei 
numerischen Yariabelen abhängt. Ein anderer spezieller Fall ist 
durch die qfqn gegeben, d. h. durch eine reelle Funktion von n 
reellen Yariabelen. 

Eine Funktion kann für alle Systeme von Werten der unab- 
hängigen Yariabelen gegeben sein oder auch für Systeme von 
Werten, die auf verschiedene Art beschränkt sein können. 

So ist z. B. die Funktion 

z = ax^ + 2hxy + c^^ 

worin a, h und c Konstante sind, für alle Paare von Werten ge- 
geben, die man x und y zulegen kann. Dagegen ist die Funktion 

z = yi — x^ — y^, 

worin unter dem Wurzelzeichen die arithmetische Wurzel aus dem 
Radikanden verstanden wird, nur für die Paare von Werten der 
X und y definiert, welche die Bedingung 1 ^x? -^ y^ erfüllen. 
Sie wird durch die Punkte des Kreises dargestellt, dessen Centrum 
im Koordinatenanfang liegt und dessen Badius 1 ist. Die Funktion 

u = — , — — 
x\ y\ 
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wird durch die Algebra nur für Werte von x und y definiert, die 
ganze und positive Zahlen sind. 

§ 16. Es sei u ein System komplexer Zahlen von der Ord- 
nung w, und f ein oyniu^ d. h. f(x) ein Komplex von der Ordnung m, 
welcher eine Funktion des Komplexes x ist, die für alle Werte 
von X in dem System u definiert ist. Es sei femer x^ ein Punkt 
des derivierten Komplexes von w, d. h. ein Punkt, der dem u ent- 
weder angehört oder nicht, jedenfalls aber derart ist, dafs in jeder 
seiner Umgebungen unendlich viele Punkte von u existieren. Wir 
wollen die Grenze definieren, gegen die f{x) konvergiert, wenn der 
variabele Punkt aJ, in dem System u variierend, gegen x^ konvergiert; 
diese Grenze bezeichnen wir mit Lima.,M,xo/^(^) ^^^^ ^^ Itim f(x). 

Es sei a ein q^. 

Wenn man sagt, a sei ein Grenzpunkt von f(x) für em x, 
welches, m u variierend, gegen Xq konvergiert, so keifst dies: Si/nd 
h wnd h beliebig gewählte positive Zahlen imd durdhläuft x alle 
Punkte der Klasse u, die von Xq verschieden tmd von diesem weniger 
als h entfernt sind, so giebt es wnter den zugehörigen Werten f(x) 
immer solche, für welche m [f(x) — a] <^k ist 

In Symbolen: 

(1) usKqn ' XqsBu . fs(\;miu . as(\m : •'. 

ae luimx^u,x^f(x) . = : Ä, ÄeQ . Oa,*. 

f[uf'{xQ -|- ^Qh)'^f>u ix^r^(a + mQlc)'^ == j^. 
Die Definition läfst sich in die folgende umformen: 

(2) aB lAmx^u,xJ{x) . = : ÄeQ . Oä . 

aBCf\ur^(^XQ + mQh) f^ f>^ ix^, 

Wenm mcm sagt, a sei ein Grenzpunkt von f(x), so hei f st dies: 
wie man a/ach den Radius h festsetzen m>Öge, der Punkt a gehört 
immer der geschlossen gemachten Klasse cm, die cms den Werten 
besteht, wdche f(x) annimmt, wenn x in u in der Kugel mit dem 
Centrum Xq und dem Eadius h variiert, ohne jemals mit Xq zu- 
sammen zu fallen. 

Aus dieser Definition ergiebt sich, dafs die Grenze einer 
Funktion f(x) bei der Annäherung des x an Xq mit f(xQ)^ d. h. 
mit dem Wert der f(x) für x = Xq nichts zu thun hat; denn die 
Grenze von f(x) hängt nur von den Werten der Funktion f(x) 
in den Umgebungen von Xq ab; der Variabelen x wird aber nie- 
mals der Wert Xq beigelegt. Wollte man diese Bedingung nicht 
stellen, so würde der den verschiedenen Cf[ur^(xQ -\- mQh)] — 
d. h. den geschlossen gemachten Klassen, die aus den Werten von 
f{x) gebildet sind, wenn a? in w in der Kugel mit dem Centrum 
Xq und dem Radius h variiert — gemeinsame Teil aus der Klasse 
limx^u,Xofi^) bestehen, welcher der Punkt /"(a^^) hinzugefügt ist. 

Genooohi-Peano, DifT.- u. Integral-Bechnong. 25 
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unter den Grenzwerten einer Funktion f{x) kann auch das 
ünendlichgro&e auftreten: 

(X> BlAm:c,u,xJ{x) . = : 

(3) ÄcQ . Oä . l'mf [ur^ (xo + mGÄ)] = <x> . 

Man sagt, wnendlich sei ein Grenzpunkt von f{x), faUs x in u 
variierend gegen Xq konvergiert, wenn die obere Grenze der Moduli 
der Werte, welche f(x) in der Umgebung des Punktes Xq annimmt, 
unendlich grofs ist. 

§ 17. Theorem I. Legt man den w, Xq und f dieselbe Be- 
deutung wie zuvor bei und ist v eine begrenzte Klasse von q^ 
u/nd so beschaifen, dafs in der Umgebung von Xq die Funktion f(x) 
immer Werte annimmt, die in v enthalten sind, alsdann enihäU die 
geschlossen gemachte Klasse v bei der Annäherung von x an x^ 
GrenzpunJcte von f{x): 

usKqn . XqsDu . feqjn^u . veKqm • l'mt7€Q : hsQ . Qk . 

f[u^ (xq + mQh) n ~ tXol nt; ou=^ : q , [Lima:, u, xo /"(a?)] r^Cv<-^=A, 

Die Eigenschaft: „die Menge v enthält Werte, welche f(x) 
in der Unogebiing von Xq annimmt" ist eine distributive. Zer- 
legt man nämlich v in die beiden Teile v^ und t;^, so dafs 
V = v^^V2^ und hat einer von ihnen, z. B. t;^, die Eigenschaft, 
Werte zu enthalten, welche f(x) in jeder Umgebung von Xq an- 
nimmt, so kommt auch v die nämliche Eigenschaft zu, und um- 
gekehrt: wenn keine der beiden Mengen diese Eigenschaft besitzt, 
d. h. wenn man eine Kugel vom Centrum Xq und Badius Ä^ derart 
bestimmen kann, dafs kein .Wert, den f{x) annimmt, wenn x in 
dieser Kugel variiert, ein v^ ist, und wenn man eine andere Kugel 
mit demselben Centrum und dem Badius h^ derart bestimmen 
kann, dafs kein von der Funktion iu dieser anderen Kugel an- 
genommener Wert ein v^ ist, so enthält v^yj v^ = v^ falls man 
unter h den kleineren der Badien h^ und h^ versteht, keinen der 
Werte, welche f(x) in der Kugel mit dem Centrum Xq und dem 
Badius h annimmt. Man kann daher nach dem Cantor'schen 
Theorem wenigstens einen Punkt a von Cv derart bestimmen, 
dafs bei willkürlich festgesetztem Badius k die Kugel mit dem 
Centrum a und dem Badius k Werte enthält, welche f(x) in jeder 
Umgebung von Xq annimmt; das heifst aber, a ist ein Grenz- 
punkt von f{x\ wenn x gegen Xq konvergiert. 

Theorem IL Wenn sich — unter Beibehaltung derselben 
Bezeichnung — eine positive Zahl k derart bestimmten läfst, dafs 
die Funktion f(x) in jeder Umgebung von Xq immer Werte an- 
nimmt, deren Modul nicht gröfser als k ist, so existieren für 
X = Xq endliche Grenzwerte von f(x). 
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usKqn ' XqsDu . fe^miu . ksQ : hsQ . Qa . 
f[ur^(xQ + mQh)r^f^^XQ]r^mQk r^ = ^: q. 

Denn die. Kugel vom Badius Ä, deren Centrum im Koordi- 
natenanfang liegt, ist eine begrenzte Klasse und derart, dafs die 
Funktion f(x) in der Umgebung von Xq immer Werte annimmt, 
die in dieser Kugel enthalten sind. Nach dem vorigen Satz mufs 
diese Kugel daher Gren^punkte von f{x) enthalten. 

Theorem III, Behält man dieselbe Begeichmmg hei, so 
existieren immer Grenatverte von f(x): 

ueKqn . XqbDu . fsqm^u . Q . Lim^:, y, ^r« /'(ä^) ~ == A- 

Denn man kann entweder k so bestimmen, dafs die Funktion 
f{x) in der Umgebung von Xq Werte annimmt, deren Modul 
nicht gröfser als k ist — ein Fall, in welchem f(x) endliche Grenz- 
werte hat — oder f(x) nimmt in der Umgebung von Xq Werte an, 
deren Modul beliebig grofs ist — ein Fall, in welchem unendlich 
ein Grenzwert von f(x) ist. 

Theorem IV, Haben u, Xq, f die gewöhnliche Bedeuttmg 
und ist V ei/ne begrenzte Klasse von qm t*w(2 läfst sich ferner eine 
solche Umgebwng von Xq bestimmen, dafs alle Werte, welche f{x) in 
dieser Umgebwng awnimmt, in v enthalten sind, alsdann enthält die 
geschlossen gemachte Klasse alle Grenzwerte von f(x). 

ueKqn ' XqsDu . feqmiu . vfKq,» . l'mt^fQ . ÄfQ . 
f\ur^{xQ -f möÄ) ~ tx^Qv . . lAmx^u.xofip) Cv, 

Denn es sei Ä, wie wir schon in Symbolen geschrieben haben, 
ein solcher Badius der Kugel vom Centrum Xq^ dafs die Werte, 
welche f{iß) annimmt, wenn x in dem in dieser Kugel ent- 
haltenen Teil der Klasse u variiert, ohne mit Xq zusammenzufallen, 
sämtlich in v enthalten sind. Alsdann mufs, weil die Erlasse v 
begrenzt ist, auch die Klasse der Werte, die f{pc) in der Um- 
gebung von Xq annimmt, begrenzt sein. Mithin ist oo kein Grenz- 
wert von f{x) und alle Grenzwerte von f{x) sind endlich. Es sei 
a ein Grenzwert von f{x). Alsdann mufs der Abstand zwischen a 
und der Klasse der von f{x) angenommenen Werte, d. h. der Belasse 

f\u'^{xQ'\-mQ'h)<^ix^ 

null sein, um so mehr also der Abstand zwischen a und der 
Klasse v^ welche die vorstehende Klasse enthält; d. h. aeCv, 

26* 
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Theorem F. Wenn der Komplex a ein Grenzwert von f{x) 
ist, so mufs ein Chrenewert von mod \_f{x) — a] sem, tmd um- 
gekehrt: 

ae Lim f(x) . — . f Lim mod [f{x) — a]. 

Theorem VI. Wenn cx> ein Grenzwert von f{x) ist, so m^fs 
oo em Grenzwert von mod f{x) sein, tmd umgekehrt: 

<x> s Lim f(x) . = . oo e Lim mod f(x). 

Die beiden Sätze ergeben sich aus der Definition der Grenze. 

§ 18. Die Grenzwerte von f(x) bilden bei der Annäherang 
des o; an o^o im allgemeinen eine Klasse, die, wie eben bewiesen 
wurde, immer existiert. Von Interesse ist der Fall, in dem f{x) 
einen einzigen endlichen oder unendlich grofsen Grenzwert hat. 
Um auszudrücken, dafs a dieser Grenzwert sei, wollen wir schreiben 
a = lim f(ic) und lesen : a ist die Grenze von f(x). 

Wir wollen zuerst den Fall untersuchen, in welchem diese 
Grenze oo ist. 

Theorem L Bemäzt mcm wieder die früheren Bezeichmmgen, 
so bedeutet der Ausspruch, die Funktion f{x) habe bei der An- 
näherung des X an Xq cx> zum Grenzwert (d, h, das zum aUeinigen 
Grenzwert) dasselbe, wie: Wenn man toiUMrUch eine beliebig grofse 
positive Zahl k festsetzt, so läfst sich eine Kugel vom Genirum x^ 
und passendem Badius h derart bestimmen, dafs die von f(x) in 
dieser Kugel angenommenen Werte mit Au,snahme des Centrums 
sämtlich einen Modul haben, der gröfser als k ist: 

usKqn • XqbDu . feqm^u . : : 

(X> = limx,«,a?o/*(a?) . = .-. keQ . Q* : heQ . 

mf[u^(xQ 4" ömÄ)'^'^ta;J 0^ + Q . '^ = äA- 

Dieser Satz ergiebt sich aus Theorem U des vorigen Para- 
graphen, wenn man beide Seiten negativ nimmt. 

Theorem IL Behält man dieselben Bezeichnungen bei, so 
bedeutet der Salz, f(x) habe als (einzigen) Grenzwert den endlichen 
Wert a, soviel uie: Setzt man willkürlich eine beliebig kleine positive 
Zahl k fest, so läfst sich eine Zahl Ä > so bestimmen, dafs, 
wenn man dem x einen beliebigen in u enthaltenen Wert beilegt, 
der sich von Xq um eine Zähl unterscheidet, deren Modul kleiner 
als h ist, alsdann die Differenz zwischen dem entsprechenden Wert 
der Funktion f(x) und a einen Modul hat, der kleiner als k ist, 
Oder auch: Setzt man k fest, so läfst sich eine Kugel vom Cen- 
trum Xq und passendem Badius h so bestimmen, dafs für das in 
dieser Kugd variierende x die entsprechenden Werte von f{x) säm;^ 
lieh in der Kugel vom Centrum a und Badms k enthalten sind. 
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ueKqn . XqsDu . fsqmfu , asqm - - - 

Denn, wenn sich, wie man auch 1c festsetze, eine Umgebung 
von Xq so bestimmen läfst, dafs alle Werte von f(x) in dieser 
Umgebung in der Kugel vom Centrum a und Eadius k enthalten 
sind, so muTs die Grenze von f{x) in der Eugel vom Centrum a 
und Badius Ic inbegriffen sein; und da dies ftir jeden beliebigen 
Radius k gilt, so folgt, dafs a der (alleinige) Grenzwert von f(x) ist. 

Wir wollen umgekehrt annehmen, man habe k festgesetzt und 
in jeder Umgebung von Xq existierten Werte der f(x) auf serhalb 
der Kugel mit dem Centrum a und dem Eadius k. Wenn in 
jeder Umgebung von Xq die obere Grenze der Werte des Moduls 
der f(x) unendlich grofs ist, alsdann ist oo ein weiterer Grenz- 
wert von f(x). Wenn dagegen in einer passenden Umgebung 
von Xq die obere Grenze der Moduln von f(x) einen endlichen 
Wert l hat, so nimmt die Funktion f(x) in jeder Umgebung 
von Xq Werte an, die durch Punkte dargestellt werden, wekhe 
aufserhalb der Kugel vom Centrum a und Badius k und inner- 
halb der Kugel liegen, deren Centrum der Koordinatenanfang 
und deren Badius l ist. Mithin existieren in dem zwischen den 
beiden Kugeloberflächen befindlichen Baumteil Grenzpunkte von 
f{x), die von a verschieden sind. Dies bedeutet, dafs sich, wenn 
a der alleinige Grenzwert von f(x) ist und wenn k festgesetzt 
wurde, eine Umgebung von Xq derart bestimmen läfst, dafs alle 
Werte, welche f(x) in dieser Umgebung annimmt, in der Kugel 
vom Centrum a und Eadius k enthalten sind. 

Es folgt unmittelbar: 

Theorem HL Unter denselben Yoraussetzu/ngen ist die Be- 
hcmptung, oo sei die Qrenee von f(x), gleichbedeutend mit: oo ist 
die Grenze des mod f(x): 

oo = lim f(x) . = . oo = lim mod f{x)-, 

und, wemi man sagt, der endliehe Wert a sei die Grenze von f{x), 
so ist dies gleichwertig mit: ist die Grenze des mod [f(x) — a] : 

a = lim f(x) . = . == lim mod [f(x) — a]. 

Theorem IV. Wenn x^, x^^ , . ,^ Xn redle Yariabele sind, 
so ist die Angabe, der Komplex (iCi, ä^si • • •? ^«) ^^^^ ^^*' Gremc 
den Komplex (%, «2» • • •» ^«) äquivalent mit: x^ hat zwr Grenze a^, 
«2 hcA zw Grenze Og? • • •? ^n Äa^ ^«**' Grenze a„. 

Denn, setzt man lim (x^^^ OJg, . . ., a;«) == («i, «2? • • •> ^w)? ^^ 
bedeutet dies 
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(1) lim mod (x^ — a^^ x^ -r «g, • ■ ., oCn — «n) = 
oder 

(2) limVCo?! — a,y + {x^ — a^)' H h i^n — ««)' = 0. 

Wenn dies der Fall ist, so mufs jede der Differenzen x^ — o^ , 
a?2 — »2? • • •) ^®^^ ^^® ihrem absoluten Wert nach kleiner als der 
in Bede stehende Modul ist, gegen Null konvergieren; und um- 
gekehrt, wenn jede dieser Differenzen gegen Null konvergiert, so 
besteht die Beziehung (2); demnach geht (2) über in: 

lim (xi — «i) = 0, lim (x^ — öt^) = 0, . . ., lim (xn — «n) = 0; 

oder 

lim % = «1 , lim x^ = a^t . • • , lim a?» = «n • 

§ 19. Theorem, Die notwendige wnd hinreichende Bedi/ngwng 
dafür, dafs f(x) hei der Ännähenmg des x an Xq emer eingigen 
bestimmten tmd endlichen Grenze zustrebe, besteht darin, dafs sich 
nach willkürlicher Festsetzung einer Gröfse ä > eine Umgebwng 
von Xq derart bestimmen lasse, dafs die Differenz zwischen zwei 
beliebigen Werten, welche f(x) in dieser Umgebu/ng annimmt, kon- 
stant kleiner als k ist: 

usK^n • XqsDu . fsqinfu . .'.•. 

]im:c,u,xof(^)^(hn . = : : ksQ . Ok • * . hsQ : a?i, x^eur^ (xq + mQh) 

^ *i»o • 0^, '^ • ^ [fi^i) — f(p^i)] <k:^ =A A- 

Denn, wenn f(x) gegen eine endliche Grenze a konvergiert, 
so läfst sich nach dem vorigen Satz eine Umgebung von Xq derart 
bestimmen, dafs der Wert von f(x) für jeden beliebigen Wert, den 
man x in dieser Umgebung beilegen kann, sich von a absolut um 
weniger als Ä;/2 unterscheidet; legt man folglich dem x zwei Werte 
x^ und a?2 in dieser Umgebung bei, so unterscheiden sich fix^) und 
fix^) von a um weniger als k/2 und voneinander mithin um 
weniger als k. 

Wenn sich umgekehrt eine Umgebung von Xq derart be- 
stimmen läfst, dafs die Differenz f(x) — fi^i)^ wenn man der 
Variabelen diese beiden Werte x^ und x in der Umgebung zulegt, 
ihrem absoluten Wert nach kleiner als k ist, so folgt daraus, dafs 
f(x) in der Kugel vom Centrum x^ und Badius k enthalten ist; 
mithin ist ihre Grenzfigur in derselben Kugel enthalten. Da man 
aber k beliebig annehmen kann, so reduziert sich diese Grenz- 
figur, die in einer Kugel mit beliebig kleinem Badius enthalten 
ist, auf einen Punkt. 

§ 20. Die Grenze lima;,y,a;o/^(^) l^ängt von der Beschaffenheit 
der Funktion f(x) ab, von dem Wert Xq^ gegen den man die unab- 
hängige Variabele x konvergieren läfst, und von der Klasse u der 
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Werte, die x beigelegt werden. Setzt man an die Stelle der Klasse 
u eine andere Klasse t?, so kann sich die Grenze ändern. Selbst- 
verständlich muTs Xq ein Punkt der derivierten Klasse von u wie 
von V sein nnd die Funktion f(x) muTs in der Klasse u wie in 
der Klasse v definiert sein; oder, nimmt man an 

w, vsKqn . XqeDu . XqsDv . fEqm^iu^Jv)^ 

so erhält man 

Ist die Klasse u in der Klasse v enthalten, so ist jeder Grems- 
wert von fix), we/rm x in u gegen Xq konvergiert, a/uch ein Grenz- 
wert von f(x), wenn x in v variiert. 

Folglich: Hat f(x), wenn x in v variierend gegen Xq kon- 
vergiert, einen (einzigen) Grenzwert, so gilt dasselbe auch, wenn 
f(x) in u variiert, und die beiden Chrenzwerte fallen zusammen. 

§ 21. Mit der vorigen Frage hängt die folgende zusammen: 
Es sei z = f(x^ y) eine reelle Funktion der beiden reellen 
Variabelen x und y. Legt man x einen beliebigen Wert bei, 
so wird /*(«?, y) eine Funktion von y allein, und man kann von 
ihrer Grenze f&r y = y^^ lAvcLy^y^fix^ y) sprechen; nimmt man 
an, diese Grenze sei eine bestimmte und endliche Grölse, so hängt 
sie von dem Wert ab, der x gegeben wurde, und man kann daher 
von ihrer Grenze bei der Annäherung von x an Xq reden, die mit 

(a) Lima:=:aro Lim^ =y„ f(x, y) 

bezeichnet wird. Vertauscht man die Stelle der beiden Variabelen 
X und 1/, so erhält man die andere Grenze 

(b) • Limy=y„ Lima.=-ro f{^, v)- 

Schliefslich kann man eine Funktion zweier unabhängiger 
Variabelen f{x^ y) betrachten und das Paar (x^ y) gegen das 
Paar (äJq, y^ konvergieren lassen; man erhält so eine dritte Grenze 

(c) Lima;=a:„,y=,y,/*(aJ,i/). 

Wir haben schon gesehen, dafs die Grenzen (a) und (b) ver- 
schieden sein können. Man erkennt auch leicht, dafs jeder Grenz- 
wert von f{xy y\ wenn man die Grenze auf die Art (a) ermittelt, 
auch ein Grenzwert in dem Sinn (c) ist; und ebenso ist jeder 
Grenzwert in Folge der Operation (b) auch ein Grenzwert im 
Sinn (c). Wenn folglich f{x^ y) als eine Funktion zweier unab- 
hängiger Variabelen betrachtet wird und wenn sie bei der An- 
näherung von X an Xq und von y an yg einem einzigen endlichen 
oder unendlich grofsen Grenzwert zustrebt, so ist dasselbe auch 
der Fall, wenn man zuerst bezüglich ^, dann bezüglich x zur 



392 Anliang V. Die komplexen Zahlen. 

Grenze übergeht oder zuerst bezüglich x und daim bezüglich ^, 
und die drei Grenzen sind gleich. 

§ 22. Es sei u eine begrenzte Eq« und f eine q^ft«. Die 
Werte der Funktion /*, welche den verschiedenen Punkten von u 
entsprechen, bilden eine Klasse von qm, die mit f(u) bezeichnet 
wird und die man das Büd der Figur u nennen kann. 

Theorem L Wetm u ein begrenztes System von Fu/nkten ist 
wnd f(x) einen Komplex von Ordnu/ng m tmd eme Funktion der 
Fimkte x in dem System u bedeutet und wenn die Klasse f(u) wn- 
begrenzt ist, alsdann kamt ma/n einen Fwnkt Xq der derivierien Gruppe 
von u derart bestimmen, dafs oo einer der Grenzwerte von f(x) ist, 
faUs x in u variierend gegen Xq konvergiert, 

usKqn • l'mweQ . fsqmfu . Vmf(u) = oo . Q : XqsDu . 

oo s Um^^u,xof(^) • '^ =xoA. 

Denn zerlegt man die Menge u in zwei Teile % und te^i ^^ 
ist es gleichbedeutend, ob man sagt, f(u) sei unbegrenzt, oder ob 
man sagt, wenigstens eine der Mengen /*(wi) und /"(tejj) sei un- 
begrenzt; d. h. die Eigenschaft „die Menge f(u) ist unbegrenzt" 
ist eine distributive Eigenschaft der Menge w^ und da die Menge 
u diese Eigenschaft hat und begrenzt ist, so folgt aus dem 
Gantor'schen Theorem, dafs ein Punkt Xq von Cu^ d. h. der ge- 
schlossen gemachten Menge u existiert, so dafs in jeder Um- 
gebung von Xq die Werte, welche f{x) annimmt, eine unbegrenzte 
Menge bilden. Folglich hat Xq in seiner Umgebung unendlich 
viele Punkte von u^ oder XqbDu^ und oo ist ein Grenzwert von 
f(x\ wenn x. gegen Xq konvergiert. 

Theorem IL Wenn u eine begrenzte PunMmenge und f(x) 
ein Komplex von der w*®^ Ordnung und eine Funktion der Punkte 
X der Menge u ist und wenn a einen Punkt der derivierten Gruppe 
der f(u) bezeichnet, so läfst sich ein Punkt Xq von Du derart be- 
stimmen, dafs a ein Grenzwert von f(x) ist, falls x in u variierend 
gegen Xq konvergiert. 

usKqn . l'mweQ . fsqrn^u . aBl>f{u) . Q : 

XqbBu . ae lAmx^u,xJ{oc) . '^ =xoA- 

Denn, wenn % und u^ zwei Mengen sind, so hat man 

f{u^^u^) = f{u^^f{u^) 
und also 

Df{u^uu^) = Df(^^)^Df(u^), 
oder 

asBfiui^u^) .= . aeDf(uj) . u . aBl)f{u^. 

Mithin ist die Eigenschaft: „a ist ein Punkt der derivierten 
Gruppe von /*(w)", eine distributive Eigenschaft der Menge «; es 
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ist festgestellt, dafs die gegebene Menge u sie besitzt; folglich 
mnfs nach dem Cantor'schen Satz ein solcher Punkt Xq von Cu 
existieren, dafs a ein Punkt der derivierten Gruppe der Werte ist, 
welche f{x) in jeder Umgebung von Xq annimmt. Xq mufs daher 
ein Punkt von Du sein, und a ein Grenzwert von /(a;), wenn x 
gegen Xq konvergiert. 

Die vorstehenden Beweise lassen sich verallgemeinem. Es 
sei c eine distributive Eigenschaft der Punktmengen. Alsdann ist 
die Eigenschaft: „die Menge f(u), d. h. das Bild der Menge u, 
hat die distributive Eigenschaft c" eine distributive Eigenschaft 
der Menge u. Mithin folgt, weil „eine imbegrenzte Menge zu 
sein" eine distributive Eigenschaft ist, dafs „das Bild der unbe- 
grenzten Menge u zu sein" eine distributive Eigenschaft der Menge 
u ist. Und weil die Eigenschaft, „dafs der Punkt a eine Menge 
unter den Punkten der derivierten Gruppe hat", distributiv ist, 
so schliefsen wir, dafs auch die Eigenschaft „dafs der Punkt a 
das Bild von u zum Punkt der derivierten Gruppe hat", eine 
distributive Eigenschaft der Menge u ist. 

§ 23. Es sei u eine Kq„, Xq ein Punkt von u von der Be- 
schaffenheit, dafs in seiner Umgebung unendlich viele Punkte 
von u existieren, d. h. also, es sei Xq ein Punkt von u und 
von Du. Femer möge f ein qw»fw sein, d. h. ein Komplex von 
m Yariabelen, welcher eine in der Menge u definierte Funktion 
von n Variabelen ist. Man sagt, f(x) sei für x = Xq konti- 

nuierlich^ wenn liTaix,u,xof(j^) = f(^o) i^^? ^- ^- wenn die Grenze 
von f{x)^ wofern x^ in der Klasse u variierend, sich dem Werte 
Xq nähert, f(xQ) ist. Man sagt f(x) sei diskontimderUch, wenn es 
nicht kontinuierlich ist, d. h., wenn es bei der Annäherung des 
X an Xq nicht einer bestimmten Grenze zustrebt, oder einer bestimmten 
Grenze sich wohl nähert, die aber von f(x^ verschieden ist. 

Wenn dagegen Xq ein Punkt von w, nicht aber von Du 
ist, oder wenn es ein Punkt von Du^ nicht aber von u ist, 
alsdann kann weder von Stetigkeit noch von Un Stetigkeit die 
Bede sein. 

Eine Menge u kann mit ihrer eigenen Derivierten zusammen- 
fallen; sie heifst d&im perfekt. So sind z. B. eine Kugel XQ-\-mQh 
mit dem Centrum Xq und dem Badius Ä, ein beliebiges Polyeder, 
wenn man unter den Punkten des Polyeders sowohl die im Innern 
als die auf der Oberfläche versteht, etc. perfekte Mengen. Ein 
Intervall mit Einschlufs der Enden ist eine perfekte Menge. Eine 
geschlossene Menge ohne isolierte Punkte ist perfekt. 

Wenn u eine perfekte Menge ist, d. h., wenn Dte = t* ist 
und wenn /"eq^fw, so sagt man, f sei in der gcmzen Menge u 
kontinuierlich und schreibt fe^qmfu) contin., falls f für jeden Punkt 
von u kontinuierlich ist. 
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§ 24. Theorem I. Wenn u eine begrenzte Menge vorstellt, 
f{x) einen Komplex, der eine in dieser Menge definierte Funktion 
von X ist, und wenn k eine positive Qröfse von der Beschaffenheit 
bezeichnet, dafs sich, wie man auch die positive Gröfse h annehmen 
möge, immer zwei Punkte x^ u/nd x^ von u bestimmen lassen, deren 
Abstand kleiner als h ist, und für welche die Differenz zwischen den 
entsprechenden Werten der Funktion f{x^ — ^^2) ^''^^^ absoluten 
Wert nach gröfser als k wird, alsdann existiert ein Bu/nkt Xq von 
Cu, in dessen Umgebu/ng sich immer zwei Werte x^ wnd x^ be- 
stimmen lassen, welche mod [f{x^ — /"C^)] > ^ iwacÄen. 

weKqn . l'mweQ . /"^q^fw . ÄeQ .*. ÄfQ . Q* : aj^, x^bu . 
m{x^ — x^<h. m[f{x^ — f{x^)] > Ä . ~ =x^,x^K •*. : : 
XqbCu .*. ÄeQ . Qa : a?i, x^EU^{Xf^ + möÄ) . 

na[/'(%) — /"(^a)] > ÄJ . '^ =«,.as,A •'. ~ =xbA. 

Denn die Eigenschaft der Menge c, welche durch den Satz 
ausgedrückt wird: „wie man auch die positive Gröfse h annehmen 
möge, es lassen sich zwei Punkte x^ imd x^^ von denen wenig- 
stens einer der Menge c angehört und deren Abstand voneinander 
kleiner als h ist, derart bestimmen, dafs die Differenz der ent- 
sprechenden Werte von f{x) ihrem absoluten Wert nach gröfser 
als k wird", ist eine distributive Eigenschaft der Menge c. Daraus 
ergiebt sich bei Benutzung des Cantor'schen Theorems der obige Satz. 

Wenn die Funktion f(x) in der ganzen Menge u kontinuier- 
lich ist und wenn wir, damit dies einen Sinn habe, die Menge 
u als perfekt voraussetzen, d. h. u = Du^ alsdann läfst sich, 
wie man auch den Punkt Xq in u = Cu = Du annehmen möge, 
immer eine Umgebung von Xq derart bestimmen, dafs der Unter- 
schied zwischen zwei beliebigen Werten der Funktion in dieser 
Umgebung seinem absoluten Wert nach kleiner als k wird; mithin 
ist die Behauptung des vorigen Theorems nicht richtig; die Hypo- 
these kann also nicht bestehen und es ergiebt sich: 

Theorem IL Wen/n u eine begrenzte wnd perfekte Menge ist 
wnd f(x) eine für die Werte von x vn der Menge u definierte wnd 
stetige Fwnktion, wnd wen/n k eine positive, wülkürUdi kleine Gröfse 
bezdchnet, so läfst sich eine positive Gröfse h derart bestimmen, dafs, 
wie man auch die beiden Punkte x^ wnd x^ von u annehmen möge, 
wenn nur ihr Abstand von einander Meiner als h ist, die Differenz 
der entsprechenden Werte der Fwnktion ihrem absoluten Wert nach 
kleiner (nicht gröfser^ als k ist. 

weKq» . l'mwaQ . Du = u . fe (qmf^) contin. ksQ . Q .*. 

ÄeQ : a?i, x^su . m.(xj^ — x^) < h . Oaei^x^ • 

^ 1/(^1) — fM] ^ Ä; : ~ =Ä A. 
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Die hier erklärte Eigenschaft der kontinuierlichen Funktionen 
in einer ganzen Menge heifst gldchmäfsige Stetigkeit Der eben 
aufgestellte Satz deckt sich, wie man sieht, seinem Wesen nach 
mit dem vorigen, weil die Negation der gleichmäfsigen Stetigkeit 
eine distributive, die gleichmäfsige Stetigkeit aber eine antidistri- 
butive Eigenschaft ist. 

Theorem IIL Ist die Menge u hegrenet wnd perfekt und 
f(x) ein Komplex wnd eme stetige Fv/nktum von x m der Menge u, 
so ist die Menge, welche das Bild von u ist, d, h. f(u), begrenzt 
wnd geschlossen; d, h. jeder Wert, welcher den Werten tmmdlich 
nahe Uegt, die f(x) hei dem Variieren von x in u annimmt, ist 
auch einer der Werte, die f{x) annimmt 

ueKq^n . l'mweQ . Du = u . fs(c^mfu) contin. . 

Vmf(u)6Q. Cf(u) = f{u). 

Denn man setze das Unmögliche voraus, und lasse die Klasse 
f(u) unbegrenzt sein; alsdann existiert nach Theorem I in § 22 
ein solcher Wert Xq von Du und mithin auch von w, dafs f(x) 
bei der Annäherung von x an Xq unter seinen Grenzwerten auch 
, unendlich hat; auf der anderen Seite ist aber, da f(x) stetig ist, 
die Grenze von f(x) bei der Annäherung von x an Xq die endliche 
Gröfse /"(äJq); mithin ist f(u) begrenzt. 

Man nehme femer das Unmögliche, dafs a ein Punkt von 
Cf(u) aber nicht von f(u) sei, als möglich an; a mufs ein Pimkt 
von Du sein, mithin existiert nach Theorem II in § 22 ein solcher 
Punkt Xq von Du und daher auch von w, dafs a£Limx^u,Xof{^)'^ 
diese Grenze ist aber /"(^Cq), es mufs also a = f{xQ) sein, d. h. 
aber, a ist im Widerspruch mit der Hypothese thatsächlich ein 
Wert, den f(x) annimmt. Mithin ist jeder Punkt von Cf(u) ein 
Punkt von f(u). 

Theorem IV, Wenn die Punktmenge u begrenzt und perfekt 
ist, und wenn f(x) eine reite und in der Menge u definierte und 
stetige Ftmktion von x ist, so sind die obere und untere Chrenze der 
Werte, die f(x) annimmt, endlich und sind Werte ^ die f(x) an- 
nimmt; d, h. f(x) wird in der That in der Menge u zu einem 
Maximum und einem Minimum: 

• ueK^n • l'mweQ . Du = u . fs (qfw) contin. Q . Vf(u)^ hfi"^) ^ fi^)- 

Denn nach dem vorigen Theorem bilden die Werte, welche 
f{x) erhält, ein begrenztes System von Zahlen; mithin sind die 
obere und untere Grenze dieses Zahlensystems endliche Zahlen. 
Sie sind femer Werte von Cf(u) und daher nach dem vorigen 
Theorem Werte von f(u). 
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(Die Zahlen bedeuten die Nummern der einzelnen Artikel.) 



Abbildung, konforme 165, — der komplexen Zahlen höherer Ordnung 

auf höhere Mannigfaltigkeiten, Anhang Y. 
Aberacher Satz über Potenzreihen 160. 
Ableitung, Definition 32. Geometrisch - mechanische Deutung 33. 

— einer Summe 34, — eines Produktes 36, — eines Quotienten 36, 

— der Funktion einer Funktion 37 , — von log a? 39 , — von a* 40, 

— von sin x 42. 

Beziehung zwischen dem Verhalten der — und dem der Funktion 
(Theorem von Rolle) 43 ff. Höhere — 47 , partielle — 101 , — einer 
homogenen Funktion 121 (Satz von Euler), — einer komplexen Funk- 
tion 162, — einer Potenzreihe 169. S. auch Anm. zu Nr. 32 (im Anhang). 

Absoluter Betrag einer komplexen Zahl 141, s. auch Modul. 

Abstand eines Punktes von einer Klasse Anhang V, § 6. 

Arcustangens, Eeihenentwickelung 82. 

Arithmetik, Behandlung der — mit mathematischer Logik, Anhang II. 

Bereich 100 (s. auch Punktmenge). 
Binomische Differentiale 178. 
Binomischer Satz 76. 
Bogenlänge 197, s. auch bestimmtes Integral. 

Deri vierte von Klassen, Anhang V, § 8. 

Differential, totales 104, — bei zusammengesetzten Funktionen 106, 

— zweiter Ordnung 108, — partielles 103 ff. 
Differentialgleichungen, gewöhnliche 118, — partielle 120, — der 

Funktion einer komplexen Veränderlichen 163. 
Differentiation s. Ableitung. 

Exponentialfunktion, — als stetige Funktion 31 (3), — als Grenz- 
1 -j j «= 6« 97 (17). Reihenentwickelung 70. 

Fehler 87, — bei der Newtonschen Regel 90. 
Flächeninhalt 196, s. auch bestimmtes Integral. 
Formen 130 (definite, indefinite). Quadratische — 136. 



Sachregister. 397 

Frege^B Begriffsschrift, Anhang I. 

Funktionen: Definition 6, direkte — 38, homogene — 121, impli- 
cite — 110 ff., interpolierende — 84 (s. Interpolation), inverse — 38, 
primitive — , s. Integral, — einer komplexen Veränderlichen 152 ff. 

Funktionaldeterminante 122. 

Gleichheit, bei Zahlen 4, — bei geometrischen Grössen 194, — in der 
mathematischen Logik, Anhang I. 

Gleichungen zur Bestimmung yon einer impliciten Funktion 113. 
Zwei Gleichungen 114, n Gleichungen 116. 

Grenze einer Yariabeln 20, — von Klassen, Anhang IV, — von Punkt- 
gruppen, Anhang V, § 16 ff. 

Grenzwert bei Funktionen einer Veränderlichen 7, Einzigkeit des — 9, 
obere und untere — von Funktionen e. Variabein 20, — von Funk- 
tionen mehrerer Variabein 100, — bei zunehmendem Werte der 
Variabein 14, — bei Summen von Funktionen 10, Grenzwerte, welche 
in unbestimmter Form erscheinen 124, — bei Funktionen von mehreren 
Variabein 129 ff., — bei komplexen Veränderlichen 141, — bei Be- 
handlung mit mathematischer Logik, Anhang V, § 16. 

Grössen, 1, 2. 

Hesse'sche Determinante 122. 

Identität von Reihen 160. 
Integrabilitätsbedingung 193. 

Integral: unbestimmtes: Definition 161, Existenzbeweis 162, — von 
zusammengesetzten Funktionen 166, — von rationalen Funktionen 168, 

— von irrationalen Funktionen 175, — von transcendenten Funk- 
tionen 182 ff. — Integration durch Kunstgriffe 186. 

bestimmtes Integral: Defintion 190, additive Eigenschaft 191, 

— als Grenzwert einer Summe 193 (s. auch Anmerkung zu Nr. 193). 
Geometrische Anwendung des b I. : Flächeninhalt 195, Volumen 196, 

Bogenlänge 197 (s. auch Anhang UI). 

Analytische Anwendung der b. I. (Die Funktionen JB(|), q) und 
r{x)) 205 ff. 

Berechnung der b. I. durch Anwendung der Regeln der unbe- 
stimmten Integration 198 ff., — innerhalb unendlicher Grenzen 201, 

— bei unendlich grossem Funktionswert im Intervall 204. 
Reihenentwickelung der b. I. 210. 

Interpolation. Interpolierende Funktion 84. Interpolationsformel von 
Newton 85. Anwendung zur Berechnung von Logarithmen 88. S. 
auch Anhang zu Nr. 84 — 87. 

Intervall e. Variabein 8. 

Jacobische Determinante s. Funktionaldeterminante. 

Kla« sen von komplexen Zahlen, Anhang V, § 5. Geschlossene Klassen § 6. 
Komplex von Zahlen, Anhang V, § 1. 
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Koordinaten, Anhang V, § 4. 

Konvergenz von Reihen mit pos. Vorzeichen 62, — mit alternierendem 
Zeichen 65, gleichmäXsige — von Reihen mit veränderlichen Glie- 
dern 94, — von unendlichen Produkten 92, — von Reihen mit kom- 
plexen Gliedern 144. Konvergenzkreis eine komplexen Zahl 160. 

Kreis funktionen (sinus und cosinus). Geometrische Definition 29, 
Ableitung der — 42, Sinus-Reihe 73, Cosinus-Reihe 74, — bei kom- 
plexen Veränderlichen 146, Froduktentwickelung der — 97 (20 u. 22), 
Integrale der — 182. 

Kreisumfang (n). 

Reihenentwickelung 83. Produktformel von Wallis 200. 

Kurven zur Darstellung von stetigen Funktionen 22. 

Logarithmus (natürlicher). Definition 27, Reihenentwickelung von 
log (1 + a?) 39 , Numerische Berechnung des — 80 , — bei komplexen 
Veränderlichen 149, Integral des — 167. 

Dekadische Logarithmen (Berechnung durch Inteipolationsformeln) 88. 

Logik, mathematische, Anhang I. 

Mac-Laurinscher Lehrsatz 69. 
Mannigfaltigkeit, Anhang V, § 4. 
Mafseinheit 4. 
Maximum und Minimum von Funktionen. 

Existenz bei stetigen Funktionen 20, Berechnung des — 131, — bei 

Funktionen von mehreren Variabein 134, relatives — 137, Berechnung 

desselben mit Hülfe der Multiplikatorenmethode 137. S. auch Anm. 

zu Nr. 133—136. 
Mengen, behandelt mit math. Logik, Anhang V, begrenzte — § 26, 

perfekte — § 26. 
Minimum s. Maximum. 
Modul einer komplexen Zahl, Anhang V, § 3. 

Partialbruchzerlegung von rationalen Fimktionen 173. 

Potenzreihe in einer Veränderlichen 157 (Konvergenz u. Stetigkeit). 
Analogie mit den ganzen Funktionen 160, Satz von Abel über Potenz- 
reihen 160. 

Produkte, unendliche 91, — von unendlichen Reihen 145. 

Punkt 8. Komplex. 

Punktmenge 100 und Anhang V. Distributive Eigenschaft der — § 10, 
halbdistributive — der — § 13, undistributive — § 14. 

Reihe (s. auch Konvergenz, sowie Taylorsche Reihe und Potenzreihe). 
Definition 50, Summen von Reihen 53, — mit positiven Gliedern 57, 
Konvergenzkriterien derselben 60, — mit Gliedern beliebigen Vor- 
zeichens 65, — mit veränderlichem Gliedern 94, Stetigkeit der- 
selben 95, — mit komplexen Gliedern 144, Integration von R. 214. 
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Reihenfolge der Differentiation 103. 123. 
Bestglied s. Tajlorscher Satz. 

Stelle (bei mehreren Veränderlichen) 99. 100. 

Stetigkeit von Funktionen einer Variabein 8, Beispiele hierzu 23 ff., 

— von Reihen 95, — von Funktionen mehrerer Variabein 100, gleich- 
massige — , Anhang V, § 24. 

Taylorscher Satz: für Funktionen einer Variabein 67, Restglieder beim 

— von Cauchy und Lagrange 67, — für Fimktionen von mehreren 
Variabein 100, Ableitung durch teilweise Integration 216, Behandlung 
des — mit math. Logik, Anhang EI, Gültigkeitsbereich des — 
Anm. zu 67. 

Teilweise Integration 216. 

Trigonometrische Funktionen s. Ereisfunktionen. 

Umgebung einer Stelle 99, s. auch Anhang V, § 5. 
Unbestimmte Form von Ausdrücken 124 ff. 
Ungleichheit von Grössen 4. 

Variabele 6. 

Wachstum einer Funktion, Anm. zu Nr. 14. 

Zahlen: Reelle 1. 2, imaginäre — 141, komplexe — höherer Ord- 
nung, Anhang V. 
Ziffern: Anhang 11. 
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